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ანოტაცია 

 

          ნაშრომში განხილულია არაკლასიკური საწყის-სასაზღვრო ამოცანები არალოკა-

ლური საწყისი პირობებით პარაბოლური და შრედინგერის ტიპის განტოლებებისა და 

სისტემებისათვის და მათი განზოგადებებისათვის აბსტრაქტულ სივრცეებში. გამოკვლეუ-

ლია აბსტრაქტულ სივრცეებში პირველი რიგის ევოლუციური და შრედინგერის განტოლე-

ბებისათვის დროით არალოკალური ამოცანების ამონახსნების არსებობა და ერთა-

დერთობა. აგებული და შესწავლილია არალოკალური ამოცანების კლასიკური ამოცანების 

მიმდევრობით მიახლოების ალგორითმი. მოყვანილია მიღებული ზოგადი შედეგების 

გამოყენება დროით არალოკალური საწყის-სასაზღვრო ამოცანებისათვის პარაბოლური და 

შრედინგერის ტიპის განტოლებებისა და სისტემებისათვის. 

 

 

Summary 

 In this paper nonclassical initial-boundary value problems with non-local initial conditions 

for parabolic and Schrödinger type equations and systems, and their generalizations in abstract 

spaces are considered. The existence and uniqueness of solutions of nonlocal in time problems for 

first-order evolution equation and Schrödinger equation in abstract spaces is investigated. An 

algorithm of approximation of nonlocal problems by a sequence of classical problems is constructed 

and investigated. Applications of the obtained abstract results to initial-boundary value problems 

for parabolic and Schrödinger type equations and systems are presented. 
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შესავალი 

 

 მათემატიკურ ფიზიკაში კლასიკური სასაზღვრო და საწყის-სასაზღვრო ამოცანების 

გამოკვლევასთან ერთად მნიშვნელოვანია ისეთი ამოცანების შესწავლა, რომლებშიც მოცე-

მულია არაკლასიკური სასაზღვრო და საწყის-სასაზღვრო ამოცანები, ვინაიდან ისინი ფარ-

თოდ გამოიყენება სხვადასხვა პროცესების მათემატიკური მოდელირებისათვის ფიზიკაში, 

ბიოლოგიაში, ეკოლოგიაში, ქიმიაში და სხვა დარგებში. არაკლასიკური ამოცანების ერთ-

ერთ კლასს წარმოადგენენ დროით და სივრცით არალოკალური ამოცანები, სადაც უცნობი 

ფუნქციის საწყისი ან სასაზღვრო მნიშვნელობები არ არის მოცემული.  

 არაკლასიკურ ამოცანებში არალოკალური სასაზღვრო პირობებით მოცემულია 

დამოკიდებულება უცნობი ფუნქციის მნიშვნელობებს შორის სივრცითი არის მთელ 

საზღვარზე ან მის ნაწილზე და სივრცითი არის შიდა წერტილებში. არალოკალური ამოცანა 

ინტეგრალური სასაზღვრო პირობით პირველად გამოყენებული იყო სითბოგამტარობის 

პროცესის გამოკვლევისას [1] ნაშრომში, სადაც ინტეგრალურ განტოლებათა თეორიის 

გამოყენებით შესწავლილი იყო არალოკალური ამოცანა კლასიკურ რეგულარულ ფუნქ-

ციათა სივრცეებში. შემდგომში, ამოცანები ინტეგრალური არალოკალური სასაზღვრო პი-

რობებით შესწავლილი იყო მათემატიკური ფიზიკის სხვადასხვა განტოლებისათვის [2-6].  

 სივრცით არალოკალური ამოცანების განსხვავებული კლასის სისტემური კვლევა 

განხორციელდა [7] ნაშრომში ელიფსური განტოლებებისათვის არალოკალური სასაზღვრო 

პირობებით, სადაც უცნობი ფუნქციის მნიშვნელობები საზღვრის ნაწილზე მისი მნიშ-

ვნელობების ტოლია სივრცის არის შიდა წერტილებში. [8, 9] ნაშრომებში მოყვანილი იყო 

[7]-ში ჩამოყალიბებული არაკლასიკური ამოცანის და მისი განზოგადებების ამოხსნის 

იტერაციული მეთოდი საკმარისად ზოგადი ელიფსური განტოლებების შემთხვევაში. 

მოგვიანებით, მსგავსი ტიპის არალოკალური ამოცანები შესწავლილი იყო ელიფსური, 

პარაბოლური და ჰიპერბოლური განტოლებებისათვის (იხ. [10-12] და მათში ციტირებული 

ლიტერატურა). აღსანიშნავია, რომ [7]-ში განხილული არალოკალური პირობები და მათი 

განზოგადებები გამოიყენება სხვადასხვა დარგში, კერძოდ, ეკოლოგიაში, გარემოს ბუნებ-

რივი თვითგაწმენდის შედეგად დაბინძურების შემცირების მათემატიკური მოდელირე-

ბისათვის [13].  
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არაკლასიკური ამოცანები არალოკალური საწყისი პირობებით წრმოადგენენ 

კლასიკური და დროითი ცვლადის მიმართ პერიოდული ამოცანების განზოგადებას და  

შეიძლება განხილული იყვნენ, როგორც საწყისი პირობებით მართვის ამოცანები. დროით 

არალოკარული ამოცანები პარაბოლური განტოლებებისათვის განხილული იყო [14] ნაშ-

რომში და, შემდგომში, საწყის-სასაზღვრო ამოცანები არალოკალური საწყისი პირობებით 

შესწავლილი იყო [15-22] ნაშრომებში. ამ ტიპის არაკლასიკური ამოცანები გამოიყენება 

სტოქსის სითხეში რადიონუკლიდების გავრცელების, ფოროვან გარემოში დიფუზიის და 

დინების პროცესების გამოკვლევისას. 

სამაგისტრო ნაშრომი შედგება ორი თავისაგან. პირველ თავში მოყვანილი მასალა 

ეფუძნება [22] ნაშრომში მიღებულ შედეგებს, ხოლო მეორე თავში მიღებულია ახალი 

შედეგები, რომლებიც წარმოადგენენ [20, 21] ნაშრომების შედეგების განზოგადებას.  

პირველი თავში განხილულია არაკლასიკური ამოცანა აბსტრაქტული პირველი რი-

გის ევოლუციური განტოლებისათვის დროზე დამოკიდებული 𝑉-კოერციტიული ოპერა-

ტორით და არალოკალური ოპერატორით განსაზღვრული საწყისი პირობით. მოყვანილია 

არალოკალური ამოცანის ამონახსნის არსებობის და ერთადერთობის თეორემები 

კომპაქტური და არაკომპაქტური არალოკალური ოპერატორების შემთხვევაში. 

განხილულია კლასიკური ამოცანებით მიმდევრობით მიახლოების ალგორითმი. 

მოყვანილია აბსტრაქტული შედეგების გამოყენება პარაბოლური ტიპის განტოლებებისა 

და სისტემებისათვის დროით არალოკალური საწყის-სასაზღვრო ამოცანებისათვის. 

მეორე თავში გამოკვლეულია არაკლასიკური ამოცანა შრედინგერის ტიპის განტო-

ლებისათვის დროითი ცვლადის მიმართ აბსტრაქტულ ვექტორ-ფუნქციათა სივრცეებში 

მნიშვნელობებით ჰილბერტის სივრცეებში და არალოკალური ოპერატორით განსაზღვ-

რული საწყისი პირობით, როდესაც განტოლების ძირითადი ოპერატორი წარმოადგენს 

დროით ცვლადზე დამოკიდებული ფუნქციის ნამრავლს 𝑉-კოერციტიულ ოპერატორზე. 

დამტკიცებულია არალოკალური ამოცანის ამონახსნის არსებობისა და ერთადერთობის 

თეორემები კომპაქტური და არაკომპაქტური არალოკალური ოპერატორების შემთხვევაში. 

განხილულია და გამოკვლეულია არალოკალური ამოცანის კლასიკური ამოცანებით აპრო-

ქსიმაციის ალგორითმი. მოყვანილია მიღებული  აბსტრაქტული შედეგების გამოყენება 

შრედინგერის ტიპის განტოლებებისა და სისტემებისათვის დროით არალოკალური საწ-

ყის-სასაზღვრო ამოცანებისათვის.   
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თავი 1 

 

დროით არალოკალური ამოცანები პირველი რიგის  

ევოლუციური განტოლებებისთვის 

 

1.1. არალოკალური ამოცანის ჩამოყალიბება აბსტრაქტულ სივრცეებში 

ევოლუციური განტოლებისათვის 

 

პირველ თავში ჩვენ შევისწავლით პირველი რიგის პარაბოლური განტოლებებისა 

და სისტემებისათვის დასმულ საწყის-სასაზღვრო ამოცანებს არალოკალური საწყისი 

პირობებით, რომლებიც წარმოადგენენ აბსტრაქტულ ჰილბერტის სივრცეებში პირველი 

რიგის ევოლუციური განტოლებებისათვის არალოკალური ამოცანების კერძო შემთხვევას. 

ამიტომ ჩვენ ჯერ გამოვიკვლევთ არალოკალურ ამოცანებს აბსტრაქტულ სივრცეებში.   

იმისათვის, რომ ჩამოვაყალიბოთ არალოკალური ამოცანა აბსტრაქტული პირველი 

რიგის ევოლუციური განტოლებისათვის შემოვიტანოთ შესაბამისი სივრცეები. ვთქვათ  𝑉  

და 𝐻  სეპარაბელური ჰილბერტის სივრცეებია ისეთი, რომ 𝑉 მკვრივია 𝐻-ში და უწყვეტად 

არის მასში ჩადგმული. 𝐻 სივრცე გავაიგივოთ თავის შეუღლებულთან 𝐻-ში სკალარული 

(. , . )𝐻 ნამრავლის გამოყენებით. აღნიშნულის გათვალისწინებით გვექნება სივრცეების 

სამეული 𝑉 ⊂ 𝐻 ⊂ 𝑉′ უწყვეტი და მკვრივი ჩადგმებით, სადაც 𝑉′ არის 𝑉-ს შეუღლებული 

სივრცე. 𝑋 და 𝑌 ბანახის სივრცეებისათვის ℒ(𝑋; 𝑌 ) აღვნიშნავთ წრფივ უწყვეტ ოპერატორთა 

სივრცეს 𝑋-დან 𝑌-ში.  𝐶0([0, 𝑇]; 𝑋) წარმოადგენს უწყვეტ ვექტორ-ფუნქციათა სივრცეს [0, 𝑇]-

ზე მნიშვნელობებით 𝑋 სივრცეში. 𝐿2(0, 𝑇; 𝑋) აღვნიშნავთ ისეთ ზომად 𝑔: (0, 𝑇) → 𝑋 

ვექტორ-ფუნქციათა სივრცეს, რომელთათვისაც ‖𝑔‖𝑋 ∈ 𝐿
2(0;  𝑇). ყოველ 𝑔 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑋) 

ვექტორ-ფუნქციას ჩვენ გავაიგივებთ ვექტორულ განაწილებასთან (0, 𝑇)-ზე მნიშვნე-

ლობებით 𝑋-ში და მის წარმოებულს განაწილებების აზრით აღვნიშნავთ 𝑔′ =
𝑑𝑔

𝑑𝑡
∈

𝔇′((0, 𝑇); 𝑋) = ℒ(𝔇(0, 𝑇); 𝑋) [24], სადაც 𝔇(0, 𝑇) უსასრულოდ დიფერენცირებად ფუნქ-

ციათა სივრცეა კომპაქტური საყრდენით (0, 𝑇)-ში. ℝ𝑝-თი, 𝑝 ∈ ℕ, აღვნიშნოთ 𝑝 გან-

ზომილებიან 𝑥⃗ = (𝑥𝑘
 )𝑘=1
𝑝

 
 ვექტორთა სივრცე სკალარული ნამრავლით (𝑥⃗, 𝑦⃗)𝑝= ∑ 𝑥𝑗 

𝑝
𝑗=1 𝑦𝑗 

და ნორმით ‖𝑥⃗‖𝑝
2 = (𝑥⃗ 𝑥⃗)𝑝, 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ ℝ𝑝. ℝ𝑝×𝑝-ით აღვნიშნავთ 𝑝 რიგის კვადრატულ მატრიცთა 
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სიმრავლეს ნამდვილი ელემენტებით, ხოლო ‖𝑀‖𝑠-ით 𝑀 ∈ ℝ𝑝×𝑝 მატრიცის სპექტრული 

ნორმას.  

ვთქვათ, 𝐴(𝑡) ∈ ℒ(𝑉; 𝑉′), 𝑡 ∈ (0, 𝑇), წარმოადგნეს წრფივ თვითშეუღლებულ თანაბ-

რად შემოსაზღვრული და თანაბრად 𝑉-კოერციტიულ ოპერატორთა ოჯახს, ე.ი. ამ ოპე-

რატორების შესაბამისი ორადწრფივი ფორმების ოჯახი 𝑎(𝑡; 𝑣, 𝑤) = 〈𝐴(𝑡)𝑣, 𝑤 〉 აკმაყოფი-

ლებს შემდეგ პირობებს:  

|𝑎(𝑡; 𝑣, 𝑤) | ≤ 𝑐𝑎  ‖𝑣‖𝑉 ‖𝑤‖𝑉 ,

𝑎(𝑡; 𝑣, 𝑤) = 𝑎(𝑡; 𝑤, 𝑣),    𝑎(𝑡; 𝑣, 𝑣) ≥ 𝑐̂𝑎  ‖𝑣‖𝑉
2  ,

             ∀𝑣,𝑤 ∈ 𝑉,                 (1.1) 

თითქმის ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇) სადაც 𝑐𝑎 , 𝑐̂𝑎 = const > 0 და 〈. , . 〉  წარმოადგენს შეუღლების 

მიმართებას 𝑉 და  𝑉′ სივრცეებს შორის. აგრეთვე ვიგულისხმოთ, რომ ფუნქცია 𝑡 ↦ a(𝑡; 𝑣, 𝑤) 

არის ზომადი ნებისმიერი 𝑣,𝑤 ∈ 𝑉, და თითქმის ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇)-თვის არსებობს 𝐴(𝑡) 

ოპერატორების საკუთრივი ვექტორების {𝑣𝑘}𝑘∈ℕ სისტემა, რომელიც შეესაბამება საკუთრივ 

მნიშვნელობებს {|𝜆𝑘(𝑡)|
2}𝑘∈ℕ, ე .ი.  𝑎(𝑡; 𝑣𝑘 , 𝑤) = |𝜆𝑘(𝑡)|

2(𝑣𝑘;𝑤)𝐻 ნებისმიერი 𝑤 ∈ 𝑉-თვის. 

{𝑣𝑘}𝑘∈ℕ ელემენტთა სისტემა არის სრული 𝑉-ში და ორთონორმირებული 𝐻-ში. (1.1) 

პირობებიდან მივიღებთ, რომ |𝜆𝑘(𝑡)|
2 =  𝑎(𝑡; 𝑣𝑘 , 𝑣𝑘) ≤ 𝑐𝑎‖𝑣𝑘‖𝑉

2 , შესაბამისად ფუნქციები 𝜆𝑘 

ეკუთვნიან 𝐿∞(0, 𝑇)-ს ყველა 𝑘 ∈ ℕ-თვის. 

განვიხილოთ არაკლასიკური ამოცანა არალოკალური საწყისი პირობით პირველი 

რიგის ევოლუციური განტოლებისათვის, რომლის ვარიაციულ ფორმულირებას აქვს 

შემდეგი სახე: ვიპოვოთ უცნობი ვექტორ-ფუნქცია  𝑢 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉) ∩ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻), რომელიც    

აკმაყოფილებს განტოლებას 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢(. ), 𝑣)𝐻 + 𝑎(. ; 𝑢(. ), 𝑣) = 〈𝑓(. ), 𝑣〉,             ∀𝑣 ∈ 𝑉,                              (1.2) 

(0, 𝑇)-ზე განაწილებების აზრით, და არალოკალურ საწყის პირობას 

𝑢(0) = 𝐵𝑢 + 𝑢0,                                                                 (1.3) 

სადაც 𝑢0 და 𝑓 მოცემული ვექტორ-ფუნქციებია და 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻);𝐻) არალოკალური 

ოპერატორია. შევნიშნოთ, რომ აბსტრაქტული არალოკალური ამოცანა (1.2), (1.3) პარაბო-

ლური განტოლებებისა და სისტემებისათვის დროით არალოკალური ამოცანის გაზო-

გადებაა. 

არალოკალური ოპერატორი 𝐵 ცალსახად განსაზღვრავს წრფივ უწყვეტ ფუნქციო-

ნალებს   

𝑏𝑗𝑘(𝜉) =  (𝐵(𝜉𝑣𝑘), 𝑣𝑗)𝐻 ,        ∀𝑘, 𝑗 ∈ ℕ, 𝜉 ∈ 𝐶
0[0, 𝑇],                             (1.4) 

რომლებიც საშუალებას გვაძლევს ავაგოთ ოპერატორი 𝐵̃𝑝 : 𝐶0([0, 𝑇];ℝ𝑝×𝑝) → ℝ𝑝×𝑝, p  ≥ 1, 
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𝐵̃𝑝 (𝐹) = 𝐺, 𝐺𝑗𝑘 = ∑ 𝑏𝑗𝑟
𝑝
𝑟=1 (𝐹𝑟𝑘),  𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝, ნებისმიერი მატრიცული ფუნქციისათვის 

𝐹 = (𝐹𝑟𝑘) ∈ 𝐶
0(⌊0, 𝑇⌋ ∶ ℝ𝑝×𝑝). 

შემდგომში 𝐴𝑝
𝑠 (𝑡)-ით ჩვენ აღვნიშნავთ დიაგონალურ მატრიცს (𝑗, 𝑗) ელემენტით, 

|𝜆𝑗(𝑡)|
𝑠
, 1≤ 𝑗 ≤ 𝑝,  ნებისმიერი ნამდვილი 𝑠 რიცხვისათვის, exp (−∫ 𝐴𝑝

𝑠 (𝜏)𝑑𝜏)
𝑡

0
) არის 

დიაგონალური მატრიცი (𝑗, 𝑗) წევრით exp (−∫ |𝜆𝑗(𝜏)|
𝑠
𝑑𝜏

𝑡

0
). 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝. 

 

 

1.2. არალოკალური ამოცანის გამოკვლევა ევოლუციური განტოლებისათვის 

 

ამ პარაგრამში ჩვენ გამოვიკვლევთ არალოკალური (1.2), (1.3) ამოცანის ამონახსნის 

არსებობას და ერთადერთობას არალოკალურ 𝐵 ოპერატორზე სხვადასხვა პირობებში. 

არაკლასიკური (1.2), (1.3) ამოცანისათვის სამართლიანია შემდეგი თეორემა.  

თეორემა 1.1. ვთქვათ B ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻); 𝐻) ოპერატორი კომპაქტურია და არსებობს 

მუდმივი 𝛽 > 0 ისეთი, რომ  

‖

‖

(

 
 
I − 𝐵̃𝑘 (exp (−∫𝐴𝑘

2(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

))

)

 
 

−1

‖

‖

s

≤ 𝛽,            ∀𝑘 ∈ ℕ.                         (1.5) 

თუ 𝑢0 ∈ 𝐻  და 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉′), მაშინ (1.2),(1.3) არალოკალურ ამოცანას აქვს ერთადერთი 

ამონახსნი და სამართლიანია შემდეგი შეფასება:  

max{‖𝑢‖𝐶0([0,𝑇];𝐻), ‖𝑢‖𝐿2(0,𝑇;𝑉) } ≤ 𝑐 (‖𝑢0‖𝐻 + ‖ 𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉′) ).                 (1.6) 

დამტკიცება. თეორემის დასამტკიცებლად ჯერ ვაჩვენოთ ამონახსნის არსებობა. (1.2), (1.3) 

ამოცანის ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი მწკრივის სახით: 

𝑢(𝑡) = ∑𝑢𝑛(𝑡)𝑣𝑛

∞

𝑛=1

,     𝑢𝑛(𝑡) = exp(𝜁𝑛(𝑡))𝑑𝑛 + 𝜂𝑛(𝑡) ,     ∀𝑛 ∈ ℕ,              (1.7) 

სადაც  

    𝜁𝑛(𝑡) = −∫|𝜆𝑛(𝑠)|
2

𝑡

0

𝑑𝑠,   𝜂𝑛(𝑡) = ∫exp(𝜁𝑛(𝑡) − 𝜁𝑛(𝜏)) 𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

,       ∀𝑛 ∈ ℕ,  

𝑓𝑛(𝑡) = 〈𝑓(𝑡), 𝑣𝑛〉, ნებისმიერი 𝑛 ∈ ℕ-თვის, ხოლო 𝑑𝑛 უცნობი კოეფიციენტებია, რომელ-

თათვისაც, (1.7) მწკრივის ფორმალურად ჩასმით (1.2) პირობაში, მივიღებთ შემდეგ 

უსასრულო სისტემას:  
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𝑑𝑘 = ∑𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡)))

∞

𝑝=1

𝑑𝑝 +∑𝑏𝑘𝑝

∞

𝑝=1

(∫exp (𝜁𝑝(𝑡) − 𝜁𝑝(𝜏))

𝑡

0

𝑓𝑝(𝜏)𝑑𝜏) + 𝜑𝑘 ,          (1.8) 

სადაც  𝜑𝑘 = (𝑢0, 𝑣𝑘)𝐻, ნებისმიერი 𝑘 ∈ ℕ-თვის, (1.8) სისტემა შეგვიძლია ჩავწეროთ შემდეგი 

ოპერატორული ფორმით 

𝑑 = ℬ𝑑 + 𝜓⃗⃗ 

𝑑 = (𝑑1, 𝑑2, … ) = (𝑑𝑘)𝑘=1
∞  რიცხვითი მიმდევრობების სივრცეში, სადაც 

ℬℎ⃗⃗ = 𝑟,       ℎ⃗⃗ = (ℎ𝑘)𝑘=1
∞ , 𝑟 = (𝑟𝑘)𝑘=1

∞ , 𝑟𝑘 =∑𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡))) ℎ𝑝

∞

𝑝=1

,    ∀𝑘 ∈ ℕ, 

𝜓⃗⃗ = (𝜓𝑘)𝑘=1
∞ ,       𝜓𝑘 = ∑𝑏𝑘𝑝(𝜂𝑝)

∞

𝑝=1

+ 𝜑𝑘  ,      ∀𝑘 ∈ ℕ. 

ვაჩვენოთ, რომ ℬ შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ოპერატორი  𝑙2 სივრციდან  𝑙2 

სივრცეში, სადაც  𝑙2 წარმოადგენს რიცხვითი ℎ⃗⃗ = (ℎ1, ℎ2, … ) = (ℎ𝑘)𝑘=1
∞  მიმდევრობის 

სივრცეს, რომელთათვისაც ‖ℎ⃗⃗‖
 𝑙2

2
= ∑ |ℎ𝑘|

2 < ∞∞
𝑘=1 .  

მართლაც, ვთქვათ ℎ⃗⃗ ∈ 𝑙2 და განვიხილოთ შესაბამისი მწკრივი 

𝑤 ℎ⃗⃗⃗(𝑡) = ∑ exp(𝜁𝑘(𝑡))ℎ𝑘𝑣𝑘

∞

𝑘=1

, 

რომელიც იქნება თანაბრად კრებადი H-ში, რადგან {𝑣𝑘}𝑘∈ℕ   საკუთრივი ვექტორების 𝐻 

სივრცეში ორთონორმირებულობის ძალით  

‖∑ exp(𝜁𝑘(𝑡))ℎ𝑘𝑣𝑘

𝑚

𝑘=𝑛

‖

𝐻

2

≤ ∑ (exp(𝜁𝑘(𝑡)))
2
(ℎ𝑘)

2

𝑚

𝑘=𝑛

≤ ∑(ℎ𝑘)
2

𝑚

𝑘=𝑛

,   ∀𝑛 ≤ 𝑚, 𝑛,𝑚 ∈ ℕ. 

აქედან გამომდინარე, 𝑤 ℎ⃗⃗⃗ ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻), ამიტომ 𝐵𝑤 ℎ⃗⃗⃗ ∈ 𝐻. {𝑣𝑘}𝑘∈ℕ   საკუთრივი ვექტორების 

𝐻 სივრცეში  სისრულის და პარსევალის ტოლობის ძალით ‖𝑤‖𝐻
2 = ∑ |(𝑤, 𝑣𝑘)𝐻|

2∞
𝑘=1 , 

ნებისმიერი 𝑤 ∈ 𝐻-თვის, ე.ი. 𝐻 სივრცე 𝑙2-ის იზომეტრულია, და 𝐵 ოპერატორის 

უწყვეტობის ძალით გვექნება: 

‖𝐵𝑤 ℎ⃗⃗⃗‖
𝐻

2
=∑(𝐵𝑤 ℎ⃗⃗⃗, 𝑣𝑘)

𝐻

2
∞

𝑘=1

=∑(𝑟𝑘)
2 ≤ 𝑐 max

𝑡∈[0,𝑇]
‖𝑤 ℎ⃗⃗⃗(𝑡)‖

𝐻

2
∞

𝑘=1

= 𝑐∑|ℎ𝑘|
2

∞

𝑘=1

= 𝑐‖ℎ⃗⃗‖
 𝑙2

2
. 

აქედან გამომდინარე, ℬℎ⃗⃗ ∈ 𝑙2 და ℬ: 𝑙2 → 𝑙2 არის წრფივი და უწყვეტი ოპერატორი.  

 ამავე დროს, თუ ℎ⃗⃗ ∈ 𝑀⃗⃗⃗ ⊂ 𝑙2, 𝑀⃗⃗⃗ არის შემოსაზღვრული სიმრავლე 𝑙2-ში, მაშინ 

შესაბამისი 𝑤 ℎ⃗⃗⃗ ვექტორ-ფუნქციათა სიმრავლე 𝑀 = {𝑤 ℎ⃗⃗⃗; ℎ⃗⃗ ∈  𝑀⃗⃗⃗} იქნება შემოსაზღვრული 

𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) სივრცეში. 𝐵 ოპერატორის კომპაქტურობიდან გამომდინარეობს რომ, 𝐵(𝑀) 
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არის ფარდობითად კომპაქტური 𝐻-ში და, 𝐻 სივრცის და 𝑙2-ის იზომეტრულობის ძალით, 

ℬ(𝑀⃗⃗⃗) არის ფარდობითად კომპაქტური 𝑙2-ში, ე.ი. ℬ: 𝑙2 → 𝑙2 არის კომპაქტური ოპერატორი. 

 ვინაიდან {𝐴(𝑡)} თანაბრად 𝑉-კოერციტიული ოპერატორებია თითქმის ყველა 𝑡 ∈

(0, 𝑇)-თვის, ამიტომ ლაქს-მილგრემის თეორემის ძალით არსებობს თანაბრად 

შემოსაზღვრული შებრუნებული ოპერატორები {[𝐴(𝑡)]−1} [25]. აქედან გამომდინარე, 

თითქმის ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇)-თვის არსებობს 𝑣𝑓(𝑡) = [𝐴(𝑡)]−1𝑓(𝑡) ∈ 𝑉 და რადგან {[𝐴(𝑡)]−1} 

თანაბრად შემოსაზღვრული ოპერატორებია, ამიტომ [𝐴(𝑡)]−1𝑓(𝑡) ∈  𝐿2(0, 𝑇; 𝑉) და   

|∫ exp(𝜁𝑘(𝑡) − 𝜁𝑘(𝜏))𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

|

2

= |∫ exp(𝜁𝑘(𝑡) − 𝜁𝑘(𝜏))〈𝐴(𝜏)𝑣
𝑓(𝜏), 𝑣𝑘〉𝑑𝜏

𝑡

0

|

2

 

= |∫ exp(𝜁𝑘(𝑡) − 𝜁𝑘(𝜏))|𝜆𝑘(𝜏)|
2(𝑣𝑓(𝜏), 𝑣𝑘)𝐻𝑑𝜏

𝑡

0

|

2

≤ ∫ |𝜆𝑘(𝜏)|
2 |(𝑣𝑓(𝜏), 𝑣𝑘)𝐻|

2𝑡

0

 

×∫ |𝜆𝑘(𝜏)|
2

𝑡

0

exp (2(𝜁𝑘(𝑡) − 𝜁𝑘(𝜏))) 𝑑𝜏 ≤
1

2
∫ |𝜆𝑘(𝜏)|

2 |(𝑣𝑓(𝜏), 𝑣𝑘)𝐻|
2𝑡

0

𝑑𝜏. 

შევნიშნოთ, რომ   

∑∫|𝜆𝑘(𝜏)|
2 |(𝑣𝑓(𝜏), 𝑣𝑘)𝐻|

2
𝑇

0

𝑛

𝑘=1

 𝑑𝜏 = ∫𝑎 (𝜏;∑ 𝑣𝑘
𝑓(𝜏)

𝑛

𝑘=1

𝑣𝑘 ,∑ 𝑣𝑘
𝑓(𝜏)

𝑛

𝑘=1

𝑣𝑘)𝑑𝜏

𝑇

0

 

≤ ∫𝑎(𝜏; 𝑣𝑓(𝜏), 𝑣𝑓(𝜏))𝑑𝜏 ≤ 𝑐𝑎

𝑇

0

‖[𝐴(𝑡)]−1𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉)
2 ≤ 𝑐‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉′)

2 , 

სადაც 𝑣𝑘
𝑓(𝜏)

= (𝑣𝑓(𝜏), 𝑣𝑘)𝐻, ნებისმიერი 𝑘 ∈ ℕ-თვის. აქედან გამომდინარე, მწკრივი  

∑∫exp(𝜁𝑘(𝑡) − 𝜁𝑘(𝜏))𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

∞

𝑘=1

𝑣𝑘 

თანაბრად კრებადია 𝐻 სივრცეში და 

∑|∫exp(𝜁𝑘(𝑡) − 𝜁𝑘(𝜏))𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

|

2

≤ 𝑐‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉′)
2      ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇].

∞

𝑘=1

 

უკანასკნელი უტოლობიდან, 𝐵 ოპერატორის უწყვეტობის გათვალისწინებით, ჩვენ 

მივიღებთ  

∑|𝜓𝑘|
2 ≤ 2∑(|∑𝑏𝑘𝑝(𝜂𝑝)

∞

𝑝=1

|

2

+ |𝜑𝑘  | 
2)

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

= 2(‖𝐵(∑𝜂𝑝𝑣𝑝

∞

𝑝=1

)‖

𝐻

2

+ ‖𝑢0‖𝐻
2) ≤ 𝑐 (‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉′)

2 + ‖𝑢0‖𝐻
2 ).                      (1.9) 
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ე.ი. 𝜓⃗⃗ ∈ 𝑙2. ამრიგად, (1.8) სისტემისათვის სამართლიანია თეორემა ფრედჰოლმის 

ალტერნატივის შესახებ და ამიტომ ამონახსნის არსებობის დასამტკიცებლად საკმარისია 

ვაჩვენოთ, რომ ერთგვაროვან სისტემას აქვს მხოლოდ ტრივიალური ამონახსნი.   

 ვთქვათ 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, … . ) ∈ 𝑙2  წარმოადგენს ერთგვაროვანი (1.8) სისტემის ამონახსნს. 

მაშინ ∑ |𝑧𝑘|
2 < ∞∞

𝑘=1 , ამიტომ ∑ exp(𝜁𝑘(𝑡))𝑧𝑘𝑣𝑘 ∈ 𝐶
0([0; 𝑇];𝐻)∞

𝑘=1  და 𝐵 ოპერატორის 

უწყვეტობის გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ მწკრივი ∑ 𝐵(exp(𝜁𝑘(𝑡))𝑧𝑘𝑣𝑘)
∞
𝑘=1  არის 

კრებადი 𝐻 სივრცეში. აქედან გამომდინარე, ნებისმიერი 𝜀 > 0 იარსებებს ნატურალური 

რიცხვი 𝑁(𝜀) ∈ ℕ ისეთი, რომ 

‖ ∑ 𝐵(exp (𝜁𝑝(𝑡)) 𝑧𝑝𝑣𝑝)

∞

𝑝=𝑚+1

‖

𝐻

2

= ‖∑ ∑ 𝑧𝑝𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡))) 𝑣𝑘

∞

𝑝=𝑚+1

∞

𝑘=1

‖

𝐻

2

 

=∑|𝛿𝑘|
2  = ∑( ∑ 𝑧𝑝𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡)))

∞

𝑝=𝑚+1

)

2

< 𝜀2,

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

     ∀𝑚 > 𝑁(𝜀), 

სადაც 𝛿𝑘 = ∑ 𝑧𝑝𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡)))
∞
𝑝=𝑚+1  ნებისმიერი 𝑘 ∈ ℕ-თვის. განვიხილოთ (1.8) 

ერთგვაროვანი  სისტემის მხოლოდ პირველი 𝑚 განტოლება, რომლებიც შეიძლება 

ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

𝑧𝑘 = ∑𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡)))

𝑚

𝑝=1

𝑧𝑝 + ∑ 𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡))) 𝑧𝑝,       1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚.          (1.10)

∞

𝑝=𝑚+1

 

(1.10)  სისტემიდან ვიპოვით 

𝑧𝑚 =

(

 
 
𝐼 − 𝐵̃𝑚(exp(−∫𝐴𝑚

2 (𝜏)

𝑡

0

𝑑𝜏))

)

 
 

−1

𝛿𝑚 ,  

სადაც 𝑧𝑚 = (𝑧𝑘)𝑘=1
𝑚 ,    𝛿𝑚 = (𝛿𝑘)𝑘=1

𝑚 ,  (1. 5) პირობის გამოყენებით, მივიღებთ 

(𝑧𝑚, 𝑧𝑚)𝑚 ≤ 𝛽
2(𝛿𝑚, 𝛿𝑚)𝑚 ≤ 𝛽

2∑|𝛿𝑝|
2
≤ 𝛽2𝜀2

∞

𝑝=1

,              ∀𝑚 > 𝑁(𝜀), 

სადაც 𝜀 > 0 შეიძლება ნებისმიერი მცირე დადებითი რიცხვის ტოლი იყოს, და ამიტომ   

𝑧𝑘 = 0, ნებისმიერი 𝑘 ∈ ℕ-თვის. 

           აქედან გამომდინარე, ფრედჰოლმის ალტერნატივის გამოყენებით (1.8) ალგებრული 

განტოლებების უსასრულო სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი 𝑑 ∈ 𝑙2 და ღია ასახვის 

შესახებ ბანახის თეორემის შედეგის [26] ძალით (1.8) სისტემის ამონახსნი უწყვეტად არის 

დამოკიდებული მონაცემებზე, ე.ი.  ‖𝑑‖
𝑙2
≤ 𝑐‖𝜓⃗⃗‖

𝑙2
. (1.8) სისტემის 𝑑 ∈ 𝑙2 ამონახსნის 



 12  
 

შესაბამისი (1.7) მწკრივი თანაბრად კრებადია 𝑡-ს მიმართ H  სივრცეში და ამიტომ აგებული 

ვექტორ-ფუნქცია 𝑢 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻). (1.9) უტოლობის გათვალისწინებით, მივიღებთ შემდეგ 

შეფასებას:  

‖𝑢‖𝐶0([0,𝑇];𝐻)
2 ≤ 𝑐 (‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇; 𝑉′)

2 + ‖𝑢0‖𝐻
2 ) .                                           (1.11) 

         (1.8) სისტემიდან უშუალოდ გამომდინარეობს, რომ 𝑢 აკმაყოფილებს (1.3) არალო-

კალურ საწყის პირობას. ვაჩვენოთ, რომ 𝑢 არის (1.2) განტოლების ამონახსნი. შევნიშნოთ, 

რომ (1.7) მწკრივის 𝑢̃𝑛(𝑡) = ∑ 𝑢𝑘(𝑡)
𝑛
𝑘=1 𝑣𝑘 ნაწილი თანაბრად კრებადია 𝑢(𝑡)-კენ, ე.ი. 

‖𝑢 − 𝑢̃𝑛‖𝐶0([0,𝑇];𝐻) → 0  როცა 𝑛 → ∞, და ნებისმიერი 𝑡 ∈ [0, 𝑇]-თვის სრულდება  ტოლობა    

1

2
‖𝑢̃𝑛(𝑡)‖𝐻

2 +∫𝑎(𝜏; 𝑢̃𝑛(𝜏), 𝑢̃𝑛(𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 = ∫〈𝑓(𝜏), 𝑢̃𝑛(𝜏)〉

𝑡

0

𝑑𝜏 +
1

2
‖𝑢̃𝑛(0)‖𝐻

2 ,     𝑛 ≥ 1, 

საიდანაც 𝜀-უტოლობის |𝑎1𝑏1| ≤
1

2𝜀
(𝑎1)

2 +
𝜀

2
(𝑏1)

2, 𝑎1, 𝑏1 ∈ ℝ, 𝜀 > 0, გამოყენებით გვექნება 

1

2
‖𝑢̃𝑛(𝑡)‖𝐻

2 + 𝑐̂𝑎∫‖𝑢̃
𝑛(𝜏)‖𝑉

2

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤
1

2𝜀
∫‖𝑓(𝜏)‖𝑉′

2 𝑑𝜏

𝑡

0

+
𝜀

2
∫‖𝑢̃𝑛(𝜏)‖𝑉

2

𝑡

0

𝑑𝜏 +
1

2
‖𝑢̃𝑛(0)‖𝐻

2 ,   ∀𝜀 > 0. 

უკანასკნელი უტოლობიდან,  (1.11)-ის ძალით  0 < 𝜀 < 2𝑐̂𝑎-თვის, მივიღებთ შემდეგ 

შეფასებას: 

‖𝑢̃𝑛(𝑡)‖𝐻
2 +∫‖𝑢̃𝑛(𝜏)‖𝑉

2

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤ 𝑐 (‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇; 𝑉′)
2 + ‖𝑢0‖𝐻

2 ),    ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑛 ≥ 1.  

ამ შეფასებიდან გამომდინარეობს, რომ არსებობს  (𝑢̃𝑛)𝑛≥1  მიმდევრობის ქვემიმდევრობა 

(𝑢̃𝑛𝑛1)𝑛1≥1,  რომელიც სუსტად კრებადია 𝑢̃-კენ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉) ⊂  𝐿2(0, 𝑇;𝐻) სივრცეში. რადგან  

𝑢̃𝑛 ძლიერად კრებადია 𝑢-კენ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) ⊂  𝐿2(0, 𝑇;𝐻)-ში, მივიღებთ, რომ 𝑢̃ = 𝑢 და 

შესაბამისად  𝑢̃𝑛𝑛1  → 𝑢 სუსტად 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉)-ში, როცა  𝑛1 → ∞. 

 ვინაიდან 𝑢𝑘(𝑡) ფუნქციას თითქმის ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇)-თვის აქვს პირველი რიგის 

წარმოებული, რომელიც უდრის −|𝜆𝑘(𝑡)|
2𝑢𝑘(𝑡) + 𝑓𝑘(𝑡) და კვადრატში ინტეგრებადია (0, 𝑇)    

ინტერვალზე, ამიტომ ნებისმიერი 𝜓 ∈ 𝔇(0, 𝑇)-თვის, გვაქნება 

−∫𝑢𝑘(𝜏)𝜓′(𝜏)

𝑇

0

𝑑𝜏 = −∫|𝜆𝑘(𝜏)|
2𝑢𝑘(𝜏)

𝑇

0

𝜓(𝜏)𝑑𝜏 + ∫𝑓𝑘

𝑇

0

(𝜏)𝜓(𝜏)𝑑𝜏,    𝑘 ∈ ℕ. 

შევნიშნოთ, რომ (𝑢̃𝑛(𝑡), 𝑣𝑘)𝐻 = 𝑢𝑘(𝑡), 𝑎(𝑡; 𝑢̃
𝑛(𝑡), 𝑣𝑘) = |𝜆𝑘(𝑡)|

2𝑢𝑘(𝑡), თითქმის ყველა 𝑡 ∈

(0, 𝑇)-თვის, და ამიტომ  

−∫(𝑢̃𝑛𝑛1(𝜏), 𝑧𝑛𝑛1
)
𝐻

𝑇

0

𝜓′(𝜏)𝑑𝜏 + ∫  𝑎 (𝜏; 𝑢̃𝑛𝑛1(𝜏), 𝑧𝑛𝑛1
)

𝑇

0

𝜓(𝜏)𝑑𝜏 = ∫ 〈𝑓(𝜏), 𝑧𝑛𝑛1
〉𝜓(𝜏)𝑑𝜏,

𝑇

0

 ∀𝑛1 ∈ ℕ, 
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სადაც 𝑧𝑛 არის 𝑣1, … 𝑣𝑛 ვექტორების წრფივი კომბინაცია. რადგან  {𝑣𝑘}𝑘∈ℕ  სისტემა სრულია  

𝑉-ში, თითოეული 𝑣 ∈ 𝑉-თვის არსებობს,  𝑣1, … 𝑣𝑛-ის წრფივი კომბინაციების 𝑧𝑛 მიმდევ-

რობა, ისეთი რომ 𝑧𝑛 → 𝑣 ძლიერად 𝑉-ში, როცა 𝑛 → ∞. უკანასკნელ ტოლობაში ზღვარზე 

გადასვლით, როცა 𝑛1 → ∞, მივიღებთ, რომ  𝑢 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉) ვექტორ-ფუნქცია აკმაყოფილებს 

(1.2) განტოლებას (0, 𝑇)-ში განაწილებების აზრით. ამავე დროს, (1.2)  განტოლებისთვის 

ენერგეტიკული იგივეობის 

1

2
‖𝑢(𝑡)‖𝐻

2 +∫𝑎(𝜏; 𝑢(𝜏), 𝑢(𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 = ∫〈𝑓(𝜏), 𝑢(𝜏)〉

𝑡

0

𝑑𝜏 +
1

2
‖𝑢(0)‖𝐻

2 ,    ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

ძალით და  თითქმის ყველა 𝑡 ∈ [0, 𝑇]-თვის 𝑎(𝑡; . , . ) ორადწრფივი ფორმის თანაბრად 𝑉-

კოერციტიულობიდან, კოში-შვარცის უტოლობიდან 𝜀-უტოლობის გამოყენებით 

მივიღებთ 

1

2
‖𝑢(𝑡)‖𝐻

2 + 𝑐̂𝑎∫‖𝑢(𝜏)‖𝑉
2

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤
1

2𝜀
∫‖𝑓(𝜏)‖𝑉′

2 𝑑𝜏

𝑡

0

+
𝜀

2
∫‖𝑢(𝜏)‖𝑉

2

𝑡

0

𝑑𝜏 +
1

2
‖𝑢(0)‖𝐻

2 ,        ∀𝜀 > 0, 

საიდანაც (1.11) გათვალისწინებით მივიღებთ (1.6) შეფასებას. 

 არალოკალური ამოცანის ამონახნის ერთადერთობის დასამტკიცებლად შევნიშ-

ნოთ, რომ ერთგვაროვანი (1.2), (1.3) ამოცანის ამონახსნი 𝑢 უდრის გარკვეულ ელემენტს 

𝑢(0) ∈ 𝐻 დროის საწყის 𝑡 = 0 მომენტში. აქედან გამომდინარე, 𝑢 წარმოადგენს (1.2), (1.3) 

ამოცანის ამონახსნს 𝑢(0) საწყისი პირობით, რომელსაც  გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი და 

ის შეგვიძლია ჩავწეროთ  𝑢(𝑡) = ∑ exp(𝜁𝑘(𝑡))ℎ𝑘𝑣𝑘
∞
𝑘=1  სახით. ერთგვაროვანი არალოკალური 

საწყისი პირობიდან ვღებულობთ, რომ ვექტორი ℎ⃗⃗ = (ℎ1, ℎ2, … ) ∈ 𝑙2 აკმაყოფილებს 

განტოლებებს 

ℎ𝑘 = ∑𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡)))

∞

𝑝=1

ℎ𝑝,           𝑘 ∈ ℕ, 

რომლებიც ემთხვევა ერთგვაროვან (1.8) სისტემას. ვინაიდან (1.8) სისტემას ნულოვანი 

მონაცემების შემთხვევაში გააჩნია მხოლოდ ტრივიალური ამონახსნი, ამიტომ 𝑢 ≡ 0 და 

ამიტომ (1.2), (1.3) ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი. □ 

 შევნიშნოთ, რომ (1.2), (1.3) არაკლასიკური ამოცანის არსებობისა და ერთადერთო-

ბის თეორემა სამართლიანია იმ შემთხვევაშიც, როცა არალოკალური 𝐵 ∈ ℒ(C0([0, T]; 𝐻);𝐻) 

ოპერატორი არ არის კომპაქტური, თუ მათ გააჩნიათ სამკუთხა სტრუქტურა. 

სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 
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თეორემა 1.2. თუ 𝐵 ∈ ℒ(C0([0, T];𝐻);𝐻) ოპერატორი აკმაყოფილებს 𝑏𝑗𝑘 ≡ 0, როცა  𝑗 < 𝑘, 𝑘 =

2,3… და (1.5) პირობებს, მაშინ ნებისმიერი 𝑢0 ∈ 𝐻 და 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉′)-თვის, (1.2), (1.3) 

არალოკალურ ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი და სამართლიანია (1.6) შეფასება. 

დამტკიცება. თეორემის პირობების ძალით ჩვენ შეგვიძლია ცხადად განვსაზღვროთ (1.8) 

სისტემის 𝑑 ∈  𝑙2 ამონახსნი. მართლაც, პირველი 𝑛 ∈ ℕ განტოლებიდან გვექნება: 

𝑑𝑛 =

(

 
 
𝐼 − 𝐵̃𝑛(exp(−∫𝐴𝑛

2

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏))

)

 
 

−1

𝜓⃗⃗𝑛,                                 (1.12) 

სადაც 𝑑𝑛 = (𝑑𝑘)𝑘=1
𝑛  და 𝜓⃗⃗𝑛 = (𝜓𝑘)𝑘=1

𝑛 .  (1.9) უტოლობის გათვალისწინებით, (1.12) 

ტოლობიდან მივიღებთ შემდეგ შეფასებას: 

‖𝑑𝑛‖𝑛 ≤ 𝛽‖𝜓⃗⃗𝑛‖𝑛 ≤ 𝑐 (
‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇; 𝑉′) + ‖𝑢0‖𝐻),      ∀𝑛 ∈ ℕ.  

ამრიგად, (1.8) სისტემას აქვს ერთადერთი ამონახსნი 𝑑 ∈ 𝑙2. აქედან გამომდინარე, (1.7) 

მწკრივი არის თანაბრად კრებადი 𝐻 სივრცეში და თეორემა 1.1-ის დამტკიცებისას 

გამოყენებული მსჯელობით მივიღებთ, რომ ვექტორ-ფუნქცია 𝑢 არის (1.2), (1.3) 

არალოკალური ამოცანის ამონახსნი, სამართლიანია (1.6) შეფასება და არალოკალურ 

ამოცანას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი.   □ 

 შევნიშნოთ, რომ {𝑏𝑗𝑘} წრფივი უწყვეტი ფუნქციონალების გამოყენებით, თუ ისინი 

აკმაყოფილებენ სათანადო პირობებს, შეგვიძლია ავაგოთ წრფივი უწყვეტი ოპერატორი 𝐵, 

რომელიც დააკმაყოფილებს (1.4) ტოლობას.  თეორემის ჩამოსაყალიბებლად განვსაზღვ-

როთ  წრფივი ოპერატორები 𝐵̅𝑝: 𝐶
0([0, 𝑇];ℝ𝑝) → ℝ𝑝, 𝑝 ≥ 1, 𝐵̅𝑝(𝜁) = 𝜉, 𝜉𝑗 = ∑ 𝑏𝑗𝑘(𝜁𝑘),

𝑝
𝑘=1

𝑗 = 1,… , 𝑝, ნებისმიერი 𝜁 = (𝜁𝑘)𝑘=1
𝑝

∈ 𝐶0([0, 𝑇];ℝ𝑝)-თვის. 

თეორემა 1.3. თუ წრფივი უწყვეტი ფუნქციონალები 𝑏𝑗𝑘 ∈ ℒ(𝐶
0([0, 𝑇]);ℝ), 𝑗, 𝑘 ∈ ℕ,       

აკმაყოფილებენ პირობას ‖𝐵̅𝑝(𝜁) ‖𝑝 ≤ 𝛽̂ max𝑡∈[0,𝑇]
‖𝜁(𝑡)‖

𝑝
, ნებისმიერი 𝜁 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]);ℝ𝑝), 𝑝 ∈

ℕ,  𝛽 ̂ = const > 0, მაშინ არსებობს ოპერატორი 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻);𝐻), რომელიც აკმაყოფი-

ლებს (1.4) ტოლობას. 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ 𝐶𝐿
0([0, 𝑇]; 𝐻) წრფივი ქვესივრცე, რომელიც შედგება 𝑦𝑣𝑘  

ვექტორ-ფუნქციების კომბინაციებისაგან, 𝑦 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]), 𝑘 ≥ 1, მკვრივია 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) სივრ-

ცეში. მართლაც, ყოველი უწყვეტი ვექტორ-ფუნქცია 𝑔 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) არის თანაბრად 

უწყვეტი [0, 𝑇]-ზე და ამიტომ შესაბამისი მწკრივი  
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𝑔(𝑡) = ∑𝑔𝑘(𝑡)

∞

𝑘=1

𝑣𝑘 ,     𝑔𝑘(𝑡) = (𝑔(𝑡), 𝑣𝑘)𝐻 ,   𝑘 ≥ 1,    ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇],                 (1.13) 

არის თანაბრად კრებადი 𝑡-ს მიმართ 𝐻 სივრცეში. 

 ნატურალურ რიცხვთა ნებისმიერი 𝑁2 ≥ 𝑁1 წყვილისათვისა და 𝑦𝑘𝑣𝑘, 𝑦𝑘 ∈ 𝐶
0([0, 𝑇]),   

𝑁1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁2,  ვექტორ-ფუნქციებისათვის გვაქვს  

‖∑ ∑𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑘)𝑣𝑗

∞

𝑗=1

𝑁2

𝑘=𝑁1

‖

𝐻

2

=∑(∑ 𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑘)

𝑁2

𝑘=𝑁1

)

2
∞

𝑗=1

= lim
𝐽→∞

∑(∑ 𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑘)

𝑁2

𝑘=𝑁1

)

2𝐽

𝑗=1

 

= lim
𝐽→∞

‖𝐵̅𝐽 (𝑦⃗𝐽(𝑡))‖
𝐽

2
≤ 𝛽 ̂2 max

𝑡∈[0,𝑇]
∑ |𝑦𝑘(𝑡)|

2 

𝑁2

𝑘=𝑁1

,                                      (1.14) 

სადაც 𝑦⃗𝑁  (𝑡) არის 𝑁-კომპონენტიანი (𝑁 > max{𝑁1, 𝑁2}) ვექტორ-ფუნქცია, რომლის 𝑘-ური  

კომპონენტი არის 𝑦𝑘, 𝑁1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁2, ხოლო დანარჩენი კომონენტები ნულის ტოლია. (1.14) 

შეფასებიდან გამომდინარეობს, რომ მწკრივი  ∑ ∑ 𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑘)𝑣𝑗
∞
𝑗=1

𝑁2
𝑘=𝑁1

  კრებადია 𝐻 სივრცეში 

და ამიტომ (1.4) ტოლობიდან შეგვიძლია განვსაზღვროთ 𝐵 ოპერატორი 𝐶𝐿
0([0, 𝑇]; 𝐻) ⊂

𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻)   წრფივ ქვესივრცეზე. 

 ვინაიდან (1.13) მწკრივი თანაბრად კრებადია 𝐻-ში, ამიტომ ნებისმიერი 𝜀 > 0-თვის 

არსებობს 𝑁(𝜀) ∈ ℕ ისეთი,  რომ 

‖∑ 𝑔𝑘(𝑡)𝑣𝑘

𝑁2

𝑘=𝑁1

‖

𝐻

2

= ∑ |𝑔𝑘(𝑡)|
2 < 𝜀,      ∀

𝑁2

𝑘=𝑁1

𝑁2 ≥ 𝑁1 > 𝑁(𝜀), 𝑡 ∈ [0, 𝑇].  

(1.14) უტოლობის გამოყენებით მივიღებთ, რომ მიმდევრობა 𝐵(∑ 𝑔𝑘(𝑡)𝑣𝑘
𝑁
𝑘=1 )  კრებადია 𝐻 

სივრცეში, როცა 𝑁 → ∞  და რადგან  𝐶𝐿
0([0, 𝑇]; 𝐻) მკვრივია 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) სივრცეში,  ჩვენ 

შეგვიძლია განვსაზღვროთ 𝐵: 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) → 𝐻 ოპერატორი შემდეგი სახით: 

𝐵𝑔 = lim
𝑁→∞

𝐵 (∑𝑔k(t)𝑣𝑘

𝑁

𝑘=1

) = lim
𝑁→∞

∑∑𝑏𝑗𝑘(𝑔𝑘)

∞

𝑗=1

𝑁

𝑘=1

𝑣𝑗,     ∀𝑔 ∈ 𝐶
0([0, 𝑇]; 𝐻), 

რომელიც იქნება წრფივი უწყვეტი ოპერატორი 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) სივრციდან 𝐻-ში და დააკმაყო-

ფილებს (1.4) ტოლობას. □  
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1.3. ევოლუციური განტოლებისათვის არალოკალური ამოცანის აპროქსიმაცია 

კლასიკური ამოცანებით  

 

 აღსანიშნავია, რომ (1.2), (1.3) არალოკალური ამოცანას შეიძლება მივუახლოვდეთ 

კლასიკური ამოცანებით, როცა არალოკალური 𝐵 ოპერატორი აკმაყოფილებს უფრო მკაცრ 

პირობებს ვიდრე მოყვანილია წინა პარაგრაფების თეორემებში.  

 განვიხილოთ კლასიკური ამოცანების შემდეგი მიმდევრობა: საძიებელია ვექტორ- 

ფუნქცია 𝑤𝑛  ∈ 𝐿
2(0, 𝑇; 𝑉) ∩ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) ისეთი, რომ 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑤𝑛(. ), 𝑣)𝐻 + 𝑎(. ; 𝑤𝑛(. ), 𝑣) = 〈𝑓(. ), 𝑣〉,      ∀𝑣 ∈ 𝑉,                               (1.15) 

𝑤𝑛(0) = 𝐵𝑤𝑛−1 + 𝑢0,        𝑛 ≥ 1                                                  (1.16) 

სადაც 𝑤0 ≡ 0. ნებისმიერი 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻);𝐻) ოპერატორისა და 𝑢0 ∈ 𝐻-თვის, 𝑤𝑛(0) ∈ 𝐻, 

𝑛 ≥ 1. აქედან გამომდინარე, თუ 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉′), მაშინ (1.15), (1.16) ამოცანას  აქვს 

ერთადერთი ამონახსნი [24] ყოველი 𝑛 ∈ ℕ-თვის. გარკვეულ პირობებში არალოკალურ 𝐵 

ოპერატორზე (𝑤𝑛)𝑛≥1 მიმდევრობა კრებადია (1.2), (1.3) არალოკალური ამოცანის ამონახ-

სნისაკენ. სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 1.4.  ვთქვათ 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻);𝐻) ოპერატორი აკმაყოფილებს პირობებს 𝑏𝑗𝑘 ≡ 0, 

როცა 𝑗 < 𝑘, 𝑘 = 2,3,…, და არსებობს დადებითი მუდმივი 𝛽̅ < 1 ისეთი, რომ 

‖𝐵̃𝑝(exp(−∫𝐴𝑝
2

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏))‖

𝑆

≤ 𝛽̅ ,      ∀𝑝 ∈ ℕ.                                 (1.17) 

თუ 𝑢0 ∈ 𝐻 და 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇;  𝑉′), მაშინ  (1.2), (1.3) არალოკალურ ამოცანას აქვს ერთადერთი 

ამონახსნი და (1.15), (1.16) ამოცანის ამონახსნთა (𝑤𝑛)𝑛≥1 მიმდევრობა მიისწრაფის (1.2), (1.3) 

ამოცანის ამონახსნისაკენ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) და 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉) სივრცეებში. 

დამტკიცება. (1.17) პირობიდან გამომდინარეობს, რომ ყოველი 𝑝 ∈ ℕ-თვის 

𝐵̃𝑝 (exp (−∫ 𝐴𝑝
2𝑡

0
(𝜏)𝑑𝜏)) მატრიცა არის შებრუნებადი და 

‖

‖

(

 
 
 𝐼 − 𝐵̃𝑝(exp(−∫𝐴𝑝

2

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏))

)

 
 

−1

‖

‖

𝑆

 

≤ 1 +∑‖ 𝐵̃𝑝(exp(−∫𝐴𝑝
2

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏))‖

𝑆

𝑘
∞

𝑘=1

≤∑𝛽 ̅𝑘
∞

𝑘=0

=
1

1 − 𝛽̅
 ,        ∀𝑝 ∈ ℕ. 



 17  
 

საიდანაც თეორემა 1.2-ის გამოყენებით მივიღებთ, რომ (1.2), (1.3) არალოკალურ ამოცანას 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი . 

 ვაჩვენოთ, რომ (1.15), (1.16) კლასიკური ამოცანის ამონახსნთა (𝑤𝑛)𝑛≥1 მიმდევრობა 

კრებადია (1.2), (1.3) არაკლასიკური ამოცანის 𝑢 ამონახსნისაკენ. განვიხილოთ სხვაობა 

ზუსტ და მიახლოებით ამონახსნებს შორის 𝜃𝑛(𝑡) = 𝑢(𝑡)−𝑤𝑛(𝑡), 𝑛 ≥ 0 და შევნიშნოთ, რომ  

𝜃𝑛 არის შემდეგი განტოლების ამონახსნი  

𝑑

𝑑𝑡
(𝜃𝑛(. ), 𝑣)𝐻 + 𝑎(. ; 𝜃𝑛(. )𝑣) = 0,      ∀𝑣 ∈ 𝑉,                                         (1.18) 

𝜃𝑛(0) = 𝐵𝜃𝑛−1,         𝑛 ≥ 1.                                                         (1.19) 

ამ ამოცანის ერთადერთი ამონახსნი შეგვიძლია ჩავწეროთ მწკრივის სახით  

𝜃𝑛(𝑡) =∑exp(−∫|𝜆𝑗(𝜏)|
2
𝑑𝜏

𝑡

0

)

∞

𝑗=1

𝑑𝑗
𝑛𝑣𝑗,          𝑛 ≥ 0,                                  (1.20) 

რომელიც ძლიერად კრებადია 𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) სივრცეში. (1.19) საწყისი პირობის 

გათვალისწინებით მივიღებთ  

𝑑𝑗
𝑛 =∑𝑏𝑗𝑘 (exp(−∫|𝜆𝑘(𝜏)|

2𝑑𝜏

𝑡

0

))

𝑗

𝑘=1

𝑑𝑘
𝑛−1,          𝑗 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1. 

ამ ტოლობიდან,  (1.17) პირობის გათვალისწინებით, მივიღებთ შემდეგ შეფასებას:   

‖𝑑𝑗
𝑛‖
𝑗
= ‖ 𝐵̃𝑗 (exp(−∫ 𝐴𝑗

2
𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏)𝑑𝑗
𝑛−1)‖

𝑗

 

= ‖𝐵̃𝑗
𝑛−1 (exp(−∫𝐴𝑗

2

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏)𝑑𝑗
1)‖

𝑗

≤ 𝛽̅𝑛−1‖𝑢(0) − 𝑤1(0)‖𝐻 = 𝛽̅
𝑛−1‖𝐵𝑢‖𝐻 ,      (1.21) 

სადაც 𝑑𝑗
𝑛 არის 𝑗 კომპონენტიანი ვექტორი, რომლის 𝑘-ური კომპონენტია 𝑑𝑘

𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗.  

უკანასკნელი უტოლობა გვაძლევს 𝜃𝑛 ნორმის  შეფასებას   

‖𝜃𝑛(𝑡)‖𝐻
2 =∑(exp(−∫|𝜆𝑗(𝜏)|

2
𝑑𝜏

𝑡

0

)𝑑𝑗
𝑛)

∞

𝑗=1

2

= lim
𝑗→∞

‖exp(−∫𝐴𝑗
2

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏)𝑑𝑗
𝑛‖

𝑗

2

 

≤ lim
𝑗→∞

‖exp(−∫𝐴𝑗
2

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏)‖

𝑆

2

‖𝑑𝑗
𝑛‖
𝑗

2
≤ 𝛽̅2(𝑛−1) ‖𝐵𝑢‖𝐻

2 ,       𝑛 ≥ 1, 

მიღებული შეფასების ძალით lim
𝑛→∞

‖𝑢 − 𝑤𝑛‖𝐶0([0,𝑇];𝐻) = 0. ამავე დროს, ვინაიდან კლასიკუ-

რი (1.18), (1.19) ამოცანის ამონახსნი აკმაყოფილებს შემდეგ ენერგეტიკულ ტოლობას [24]:  
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∫𝑎(𝜏; 𝜃𝑛(𝜏), 𝜃𝑛(𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 =
1

2
(‖𝜃𝑛(0)‖𝐻

2 − ‖𝜃𝑛(𝑡)‖𝐻
2 ),         ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

ამიტომ 𝑎(𝑡; . , . ), 𝑡 ∈ (0, 𝑇) ორადწრფივი ფორმის თანაბრად 𝑉-კოერციტიულობის ძალით 

მივიღებთ, რომ ∫ ‖𝜃𝑛(𝜏)‖𝑉
2𝑇

0
𝑑𝜏 → 0, როცა 𝑛 → ∞.  □ 

          შევნიშნოთ, რომ (1.15), (1.16) იტერაციული ალგორითმის გამოყენებით (1.2), (1.3) 

არალოკალური ამოცანა შეიძლება გამოკვლეული იყოს იმ შემთხვევაშიც, როცა 𝐴(𝑡) 

ოპერატორი აკმაყოფილებს მხოლოდ (1.1) პირობას და 𝐴(𝑡) ოპერატორს სპექტრს არ გააჩნია 

თეორემა 1.1 და თეორემა 1.2-ში მოთხოვნილი თვისებები. სამართლიანია შემდეგი 

თეორემა. 

თეორემა 1.5. ვთქვათ  ოპერატორთა ოჯახი  𝐴(𝑡) ∈ ℒ(𝑉; 𝑉′), 𝑡 ∈ (0, 𝑇),  აკმაყოფილებს (1.1) 

პირობას და არალოკალური 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻);𝐻) ოპერატორის ნორმა ერთზე ნაკლებია,  

ე.ი. ‖𝐵‖ℒ < 1. თუ 𝑢0 ∈ 𝐻, 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇;  𝑉′), მაშინ (1.2), (1.3) დროით არალოკალურ ამოცანას 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი და სამართლიანია (1.6) შეფასება. 

დამტკიცება. ჯერ ვაჩვენოთ ამონახსნის ერთადერთობა. თუ (1.2), (1.3) ამოცანას გააჩნია 

ორი ამონახსნი 𝑢(𝑡) და 𝑢̅(𝑡), მაშინ მათი სხვაობა 𝑢̃(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑢̅(𝑡) იქნება ერთგვაროვანი 

(1.2) განტოლების ამონახსნი ერთგვაროვანი არალოკალური საწყისი (1.3) პირობით. 

ენერგეტიკული იგივეობის გამოყენებით მივიღებთ, რომ 𝑢̃(𝑡)-თვის სამართლიანია 

იგივეობა: 

1

2
‖𝑢̃(𝑡)‖𝐻

2 +∫𝑎(𝜏; 𝑢̃(𝜏), 𝑢̃(𝜏))𝑑𝜏

𝑡

0

=
1

2
‖𝑢̃(0)‖𝐻

2 =
1

2
‖𝐵𝑢̃‖𝐻

2 ,       ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

უკანასკნელი ტოლობიდან კი 𝑎 ფორმის 𝑉-კოერციტიულობის გათვალისწინებით 

მივიღებთ: 

1

2
‖𝑢̃(𝑡)‖𝐻

2 + 𝑐̂𝛼∫‖𝑢̃(𝜏)‖𝑉
2

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤ ‖𝐵‖ℒ
2 (
1

2
‖𝑢̃‖𝐶0([0,𝑇];𝐻)

2 + 𝑐̂𝛼∫‖𝑢̃(𝜏)‖𝑉
2

𝑇

0

𝑑𝜏),    ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

საიდანაც თეორემის ‖𝐵‖ℒ < 1 პირობის ძალით გვექნება 𝑢̃ ≡ 0, რაც ამტკიცებს ამონახსნის 

ერთადერთობას.  

 არალოკალური (1.2), (1.3) ამოცანის ამონახსნის არსებობის დასამტკიცებლად გან-

ვიხილოთ (1.15), (1.16) კლასიკური ამოცანათა მიმდევრობა, რომელსაც ყოველი 𝑛 ∈ ℕ-თვის 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი 𝑤𝑛, როცა 𝐴(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇),  ოპერატორთა ოჯახი აკმაყოფილებს 
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(1.1) პირობას, 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻);𝐻) და 𝑢0 ∈ 𝐻, 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉′). შევნიშნოთ, რომ ვექტორ-

ფუნქცია 𝛿𝑛(𝑡) = 𝑤𝑛(𝑡) − 𝑤𝑛−1(𝑡), 𝑛 ≥ 1 არის შემდეგი ამოცანის ამონახსნი:  

𝑑

𝑑𝑡
(𝛿𝑛(. ), 𝑣)𝐻 + 𝑎(. ; 𝛿𝑛(. ), 𝑣) = 0,           ∀𝑣 ∈ 𝑉,                                (1.22) 

𝛿𝑛(0) = 𝐵𝛿𝑛−1,     𝑛 ≥ 2.                                                          (1.23) 

ენერგეტიკული იგივეობის გამოყენებით, (1.22), (1.23) კლასიკური ამოცანისათვის, 

მივიღებთ  

1

2
‖𝛿𝑛(𝑡)‖𝐻

2 +∫𝑎(𝜏; 𝛿𝑛(𝜏), 𝛿𝑛(𝜏))𝑑𝜏 =
1

2

𝑡

0

‖𝛿𝑛(0)‖𝐻
2 =

1

2
‖𝐵𝛿𝑛−1‖𝐻

2 ,   𝑛 ≥ 2, 

საიდანაც, (1.1)  პირობასთან ერთად, გვექნება  

1

2
 ‖𝛿𝑛‖𝐶0([0,𝑇];𝐻)

2  + 𝑐̂𝑎∫‖𝛿𝑛(𝜏)‖𝑉
2

𝑇

0

𝑑𝜏 ≤
1

2
‖𝐵‖ℒ

2‖𝛿𝑛−1‖𝐶0([0,𝑇];𝐻)
2  , 𝑛 ≥ 2.  

უკანასკნელი უტოლობიდან კი ვღებულობთ  

‖𝛿𝑛‖𝐶0([0,𝑇];𝐻) + ‖𝛿𝑛‖𝐿2(0,𝑇; 𝑉) ≤ 𝑐‖𝐵‖ℒ
𝑛−1, 𝑐 = const > 0, 𝑛 ≥ 1.           (1.24) 

თეორემის ‖𝐵‖ℒ ≤ 1 პირობიდან გამომდინარეობს, რომ ∑ 𝛿𝑘
∞
𝑘=1 (𝑡) მწკრივი კრებადია 

𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) და 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉) სივრცეებში და მისი ზღვარი აღვნიშნოთ 𝑢(𝑡)-თი. რადგან 

𝑤𝑛(𝑡) = ∑ 𝛿𝑘
∞
𝑘=1 , ამიტომ (𝑤𝑛)𝑛≥1 მიმდევრობა არის კრებადი 𝑢(𝑡) ვექტორ-ფუნქციისაკენ 

𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻) და 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉) სივრცეებში, და (1.15), (1.16)-ში ზღვარზე გადასვლით, როცა 𝑛 →

∞,  მივიღებთ, რომ  𝑢(𝑡) არის (1.2), (1.3) არალოკალური ამოცანის ამონახსნი. 

 თეორემაში მოყვანილი (1.6) შეფასების მისაღებად განვიხილოთ ენერგეტიკული 

იგივეობა (1.2) განტოლებისთვის საწყისი 𝑢(0) პირობით 

1

2
‖𝑢(𝑡)‖𝐻

2 +∫𝑎(𝜏; 𝑢(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏

𝑡

0

= ∫〈𝑓(𝜏), 𝑢(𝜏)〉

𝑡

0

𝑑𝜏 +
1

2
‖𝑢(0)‖𝐻

2 ,    ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇].       (1.25) 

𝑎(𝑡; . , . ) , 𝑡 ∈ (0, 𝑇), ორადწრფივი ფორმის თანაბრად 𝑉-კოერციტიულობის და (1.3) 

არალოკალური საწყისი პირობის გათვალისწინებით, 𝜀-უტოლობის გამოყენებით (1.25) 

ტოლობიდან მივიღებთ: 

1

2
‖𝑢(𝑡)‖𝐻

2 + 𝑐̂𝑎∫‖𝑢(𝜏)‖𝑉
2

𝑡

0

𝑑𝜏 ≤
𝜀

2
∫‖𝑓(𝜏)‖𝑉′

2

𝑡

0

𝑑𝜏 +
1

2𝜀
∫‖𝑢(𝜏)‖𝑉

2

𝑡

0

𝑑𝜏 

+
1

2
‖𝐵𝑢‖𝐻

2 +
𝜀

2
‖𝐵𝑢‖𝐻

2 +
𝜀 + 1

2𝜀
‖𝑢0‖𝐻

2 ,         ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 0 < 𝜀 < 1. 

რადგან ‖𝐵‖ℒ < 1, ამიტომ უკანასკნელი უტოლობიდან, საკმარისად მცირე 𝜀-თვის, გამომ-

დინარეობს (1.6) შეფასების სამართლიანობა.  □ 
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1.4. დროით არალოკალური ამოცანების გამოკვლევა პარაბოლური ტიპის 

განტოლებებისა და სისტემებისათვის  

 

              ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ წინა პარაგრაფებში აბსტრაქტულ პირველი 

რიგის ევოლუციური განტოლებისათვის მიღებული შედეგების გამოყენებას პარაბოლური 

განტოლებებისა და სისტემებისათვის დროით არალოკალური ამოცანებისათვის.   

 ვთქვათ 𝛺𝑖 ⊂ ℝ
𝑝𝑖, 𝑖 = 1,2,… , 𝑛, და 𝛺 = 𝛺1 × … .× 𝛺𝑛 ⊂ ℝ

𝑝, 𝑝 = 𝑝1 +⋯+ 𝑝𝑛, 

წარმოადგენენ შემოსაზღვრულ ლიპშიცის არეებს საზღვრებით  𝛤𝑖 = 𝜕𝛺𝑖, 𝛤 = 𝜕𝛺 [21].  

𝐻𝑟(𝐷)-თი აღვნიშნოთ 𝑟 რიგის სობოლევის სივრცე 𝐿2(𝐷) მიმართ, რომელიც შედგება 

კვადრატში ჯამებადი ფუნქციებისაგან, რომელთა ყველა 𝑟 რიგამდე განზოგადებული   

კერძო წარმოებულები ეკუთვნის  𝐿2(𝐷)-ს, სადაც 𝐷 ⊂ ℝ𝑀 არის შემოსაზღვრული ლიპშიცის 

არე. უსასრულოდ გლუვ  𝐷-ში კომპაქტური საყრდენის მქონე ფუნქციათა 𝔇(𝐷) სიმრავლის 

ჩაკეტვა 𝐻𝑟(𝐷)-ში აღვნიშნოთ 𝐻0
𝑟(𝐷)-თი, ხოლო 𝐻−𝑟(𝐷)-ით კი შესაბამისი შეუღლებული 

სივრცე. 𝑁-კომპონენტიანი ვექტორ-ფუნქციების სიმრავლე აღვნიშნოთ ℌ0
𝑟(𝐷) = [𝐻0

𝑟(𝐷)]𝑁, 

𝔏2(𝐷) = [𝐿2(𝐷)]𝑁,  ℌ−𝑟(𝐷) = [𝐻−𝑟(𝐷)]𝑁.  

 განვიხილოთ მეორე რიგის დროით ცვლადზე დამოკიდებული წრფივ ელიფსურ 

ოპერატორთა ოჯახი 𝐴(𝑡) = ∑ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑡)𝐴𝑖, თითქმის ყველა  𝑡 ∈ (0, 𝑇)-თვის, 

𝐴𝑖 ≡ −∑ ∑
𝜕

𝜕𝑥𝑖1
𝑖
(𝐴𝑖1𝑗1

𝑖 (𝒙𝑖)
𝜕

𝜕𝑥𝑗1
𝑖
)

𝑝𝑖

𝑗1=1

𝑝𝑖

𝑖1=1

+ 𝐴0
𝑖 (𝒙𝑖),     𝒙𝑖 = (𝑥1

𝑖 , … . . , 𝑥𝑝𝑖
𝑖 ) ∈ 𝛺𝑖,   𝑖 = 1,… , 𝑛, 

სადაც 𝐴𝑖1𝑗1
𝑖 (𝒙𝑖)  წარმოადგენს 𝑁 რიგის კვადრატულ მატრიცს, რომელიც გადადის 

შეუღლებულში ქვედა ინდექსების გადანაცვლებისას. ვიგულისხმოთ, რომ  ყველა 𝛼𝑖(𝑡) ∈

𝐿∞(0, 𝑇) და 𝛼𝑖(𝑡) ≥ 𝑐𝛼𝑖 = const > 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛, თითქმის ყველგან (0, 𝑇)-ში, 𝐴𝑖1𝑗1
𝑖 (𝒙𝑖)   

მატრიცების ელემენტები ეკუთვნიან 𝐿∞(𝛺𝑖) და თითქმის ყველა 𝒙𝑖 ∈ 𝛺𝑖-თვის სრულდება 

შემდეგი დადებითად განსაზღვრულობის პირობები 

(∑ ∑ 𝐴𝑖1𝑗1
𝑖 (𝒙𝑖)𝑏⃗⃗𝑗1

𝑝𝑖

𝑗1=1

𝑝𝑖

𝑖1=1

, 𝑏⃗⃗𝑖1)

𝑁

≥ 𝑐 ∑‖𝑏⃗⃗𝑖1‖𝑁

2
𝑝𝑖

𝑖1=1

,   𝑐 = const > 0,     (𝐴0
𝑖 (𝒙𝑖)𝑏⃗⃗, 𝑏⃗⃗)

𝑁
≥ 0,     (1.26) 

სადაც 𝑏⃗⃗𝑖1 (𝑖1 = 1,… , 𝑝𝑖), 𝑏⃗⃗  ნებისმიერი 𝑁-კომპონენტიანი ვექტორებია.  

 შევნიშნოთ, რომ 𝐿2(𝛺) სივრცის ფუნქციის განზოგადებული კერძო წარმოებულები 

ეკუთნიან 𝐻−1(𝛺)-ს და ვინაიდან 𝐿2(𝛺)  ფუნქციის  გამრავლება 𝐿∞(𝛺) სივრცის ფუნქციაზე 

ტოვებს მას იმავე სივრცეში, ამიტომ ნებისმიერი 𝑣 ∈ ℌ0
1(𝛺) ვექტორ-ფუნქციისათვის 

𝐴(𝑡)𝑣 ∈ ℌ−1(𝛺), და 𝐴(𝑡) წარმოადგენს წრფივ უწყვეტ ოპერატორს ℌ0
1(𝛺) სივრციდან ℌ−1(𝛺) 
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სივრცეში, თითქმის ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇)-თვის. ანალოგიურად, თითოეული ოპერატორი 

𝐴𝑖  (𝑖 = 1,… , 𝑛) არის უწყვეტი ℌ0
1(𝛺𝑖) სივრციდან ℌ−1(𝛺𝑖) სირცეში. (1.26) პირობებიდან 

პუანკარეს უტოლობის [26] გამოყენებით მიიღება, რომ 𝐴(𝑡) და 𝐴𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛) 

ოპერატორები თვითშეუღლებულია და თანაბრად 𝑉-კოერციტიული, ე.ი. კმაყოფილდება 

(1.1) პირობა, როცა, შესაბამისად, 𝑉 = ℌ0
1(𝛺) და 𝑉 = ℌ0

1(𝛺𝑖). 𝐻0
1(𝛺𝑖) სივრცის  𝐿2(𝛺𝑖)-ში (𝑖 =

1,… , 𝑛) უწყვეტი ჩადგმის  სიმკვრივისა და კომპაქტურობის ძალით, თვითშეუღლებული 

და 𝑉-კოერციტიული ოპერატორებისათვის ზოგადი თეორემის გამოყენებით [21], 

არსებობს 𝐴𝑖: ℌ0
1(𝛺𝑖) → ℌ

−1(𝛺𝑖) ოპერატორის 𝔏2(𝛺𝑖)-ში ორთონორმებულ ℌ0
1(𝛺𝑖)-ში სრულ 

საკუთრივ ფუნქციათა {𝑣𝑖,𝑘}𝑘∈ℕ ⊂ ℌ0
1(𝛺𝑖) სისტემა, რომლებიც შეესაბამება საკუთრივ 

მნიშვნელობებს {|𝜆𝑖,𝑘|
2
}
𝑘∈ℕ

 და ამასთან 0 < |𝜆𝑖,1|
2
≤ |𝜆𝑖,2|

2
≤ ⋯ ,  |𝜆𝑖,𝑘|

2
→ ∞, როცა 𝑘 → ∞. 

 განვიხილოთ დროით არალოკალური ამოცანა პარაბოლური ტიპის 

კერძოწარმოებულიან დიფერენციალური  განტოლებათა სისტემისათვის 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝐴(𝑡)𝑢 = 𝑓(𝐱, 𝑡),        (𝐱, 𝑡) ∈ 𝛺 × (0, 𝑇),                                 (1.27) 

 არალოკალური საწყისი და ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობით 

𝑢(𝐱, 0) =∑𝜉𝑗

𝑚

𝑗=1

𝑢(𝐱, 𝑇𝑗) + ∫𝜌(𝜏)𝑢(𝐱, 𝜏)𝑑𝜏

𝑇

0

+ 𝑢0(𝐱),        𝐱 ∈ 𝛺,                     (1.28) 

𝑢(𝐱, 𝑡) = 0,                (𝐱, 𝑡) ∈ 𝛤 × (0, 𝑇),                                (1.29) 

სადაც 𝐱 = (𝒙1, … , 𝒙𝑛), 𝜉𝑗 ≠ 0, 0 < 𝑇𝑗 ≤ 𝑇 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚), 𝜌 ∈ 𝐿1(0, 𝑇). 𝛺 × (0, 𝑇)-ზე განსაზღ-

ვრული ვექტორ-ფუნქციების გაიგივებით (0, 𝑇)-ზე მოცემულ ვექტორ-ფუნქციებთან 

მნიშვნელობებით 𝛺-ზე განსაზღვრულ შესაბამის ფუნქციონალურ სივრცეებში, (1.27)-(1.29) 

არალოკალური ამოცანა შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ როგორც 𝐶0([0, 𝑇]; 𝔏2(𝛺)) ∩

𝐿2 (0, 𝑇; ℌ0
1(𝛺)) სივრცის ისეთი 𝑢 ვექტორ-ფუნქციის პოვნის ამოცანა, რომელიც აკმაყო-

ფილებს (1.27) განტოლებას ℌ−1(𝛺)-ში მნიშვნელობების მქონე (0, 𝑇)-ში განსაზღვრულ 

განაწილებათა 𝔇′((0, 𝑇); ℌ−1(𝛺)) სივრცის აზრით, ხოლო (1.28) საწყის პირობას 𝔏2(𝛺) 

სივრცეში, სადაც  𝜕𝑢/𝜕𝑡 კერძო წარმოებულის ქვეშ იგულისხმება განზოგადებული წარმოე-

ბული  𝑢′ = 𝑑𝑢/𝑑𝑡 ∈ 𝔇′ ((0, 𝑇); ℌ0
1(𝛺)). აღსანიშნავია, რომ ამონახსნი 𝑢 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝔏2(𝛺)) ∩

𝐿2 (0, 𝑇; ℌ0
1(𝛺)) აკმაყოფილებს (1.29) სასაზღვრო პირობას, რადგან ℌ0

1(𝛺) სივრცის ვექტორ-

ფუნქციის კვალი 𝛺-ს საზღვარზე ნულის ტოლია. აქედან გამომდინარე, (1.27)-(1.29) 

არალოკალური ამოცანა წარმოადგენს (1.2), (1.3) არალოკალური ამოცანის კერძო  შემთხვე-

ვას და თეორემა 1.2-ის გამოყენებით მიიღება შემდეგი თეორემა. 
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თეორემა 1.6.  თუ  𝑢0 ∈ 𝔏
2(𝛺),  𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; ℌ−𝑟(𝛺)), min{𝑛, 𝑁} = 1  და არსებობს მუდმივი 

𝛾 > 0  ისეთი, რომ  

|1 −∑𝜉𝑗exp (−𝜃𝑘1...𝑘𝑛(𝑇𝑗)) − ∫𝜌(𝑡)exp (−𝜃𝑘1...𝑘𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑇

0

𝑚

𝑗=1

| ≥ 𝛾,      ∀𝑘1, … , 𝑘𝑛 ∈ ℕ,    (1.30) 

სადაც 𝜃𝑘1...𝑘𝑛(𝑡) = ∑ |𝜆𝑖,𝑘𝑖|
2
∫ 𝛼𝑖(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
𝑛
𝑖=1 , მაშინ (1.27)-(1.29) დროით არალოკალურ ამოცანას 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი 𝑢 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝔏2(𝛺)) ∩ 𝐿2(0, 𝑇; ℌ0
𝑟(𝛺)). 

დამტკიცება. იმ შემთხვევაში, როცა 𝑛 = 1, 𝛺 = 𝛺1 და {𝑣1,𝑘}𝑘∈ℕ ⊂ ℌ0
1(𝛺) წარმოადგენს 𝐴(𝑡)  

ოპერატორის საკუთრივი ფუნქციების სისტემას, შესაბამისი საკუთრივი მნიშვნელობებით 

{|𝜆𝑘(𝑡)|
2}𝑘∈ℕ, |𝜆𝑘(𝑡)|

2 = 𝛼1(𝑡)|𝜆1,𝑘|
2
, რომლებიც არის ორთონორმირებული 𝔏2(𝛺) სივრცეში 

და სრული ℌ0
1(𝛺)-ში. (1.28) არალოკალური პირობების შემთხვევაში I −

𝐵̃𝑘 (exp (−∫ 𝐴𝑘
2(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0
)) მატრიცა არის დიაგონალური, რომლის დიაგონალზე მდგომი 

ელემენტებია  

1 −∑𝜉𝑗exp (−𝜃𝑘1...𝑘𝑛(𝑇𝑗)) −∫𝜌(𝑡)exp (−𝜃𝑘1...𝑘𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑇

0

𝑚

𝑗=1

 

და ამიტომ (1.30) პირობის ძალით სრულდება (1.5) პირობა. აქედან გამომდინარე, თეორემა 

1.2-ის გამოყენებით მივიღებთ  (1.27)-(1.29) არალოკალური ამოცანის ამონახსნის არსებობას 

და  ერთადერთობას. 

 განვიხილოთ (1.27)-(1.29) არალოკალური ამოცანა იმ შემთხვევაში, როცა 𝑛 > 1, 

ხოლო 𝑁 = 1, ე.ი. ვიხილავთ არაკლასიკურ ამოცანას პარაბოლური განტოლებისათვის 

დროზე დამოკიდებული კოეფიციენტებით. შევნიშნოთ, რომ  რომ  𝐿2(𝛺1)⨂…⨂𝐿
2(𝛺𝑛 ) 

სივრცე, რომელიც შედგება 𝑔(𝐱) = 𝑔1(𝒙
1) ⋅ … ⋅ 𝑔𝑛(𝒙

𝑛) ფუნქციებისაგან, სადაც 𝑔𝑖(𝒙
𝑖) ∈

𝐿2(𝛺𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑛, არის მკვრივი 𝐿2(𝛺)-ში [27]. ამავე დროს, 𝐻0
1(𝛺1)⨂…⨂𝐻0

1(𝛺𝑛 ) სივრცე, 

რომლის ელემენტები 𝑔(𝐱) წარმოადგენენ 𝐻0
1(𝛺𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑛, სივრცეების 𝑔𝑖(𝒙

𝑖) 

ფუნქციების ნამრავლებს, არის მკვრივი 𝐻0
1(𝛺) სივრცეში. მართლაც, ოპერატორები 

△𝑖≡∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑗
𝑖𝜕𝑥𝑗

𝑖

𝑝𝑖

𝑗=1

,       △𝑖: 𝐻0
1(𝛺𝑖) → 𝐻

−1(𝛺𝑖),   𝑖 = 1, . . , 𝑛, 

და 

△=∑△𝑖,

𝑛

𝑖=1

      △:𝐻0
1(𝛺) → 𝐻−1(𝛺) 

თვითშეუღლებული და 𝑉-კოერციტიულია, ე.ი ორადწრფივი ფორმები 
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𝑏𝑖(𝑣𝑖 , 𝑣𝑖) =∑ ∫
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
𝑖

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
𝑖

 

𝛺𝑖

𝑝𝑖

𝑗=1

𝑑𝒙𝑖,        𝑏(𝑣, 𝑣) =∑∑ ∫
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
𝑖

 

𝛺𝑖

𝑝𝑖

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
𝑖
𝑑𝒙1…𝑑𝒙𝑛 , 

აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს  

𝑏𝑖(𝑣𝑖, 𝑣𝑖) = 𝑏𝑖(𝑣𝑖, 𝑣𝑖),     𝑏𝑖(𝑣𝑖, 𝑣𝑖) ≤ 𝑐𝑏𝑖‖𝑣𝑖‖ 𝐻1(𝛺𝑖)‖𝑣̂𝑖‖𝐻1(𝛺𝑖), 

𝑏(𝑣, 𝑣) = 𝑏(𝑣, 𝑣),     𝑏(𝑣, 𝑣) ≤ 𝑐𝑏‖𝑣‖ 𝐻1(𝛺)‖𝑣̂‖𝐻1(𝛺), 

𝑏𝑖(𝑣𝑖 , 𝑣𝑖) ≥ 𝑐̂𝑏𝑖‖𝑣̂𝑖‖𝐻1(𝛺𝑖)
2 ,     𝑏(𝑣, 𝑣) ≥ 𝑐̂𝑏‖𝑣‖𝐻1(𝛺)

2 , 

ნებისმიერი 𝑣𝑖, 𝑣𝑖 ∈ 𝐻0
1(𝛺𝑖) (𝑖 = 1,… , 𝑛), 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐻0

1(𝛺). აქედან გამომდინარე, თითოეული 𝑖 =

1,… , 𝑛-თვის არსებობს △𝑖 ოპერატორის საკუთრივი ვექტორების {𝑤𝑖,𝑘}𝑘∈ℕ ⊂ 𝐻0
1(𝛺)   სის-

ტემა, შესაბამისი საკუთრივი მნიშვნელობებით {|𝜇𝑖,𝑘|
2
}
𝑘∈ℕ

, რომლებიც ორთონორმირე-

ბულია 𝐿2(𝛺𝑖)-ში და სრულია 𝐻0
1(𝛺𝑖)-ში. ნებისმიერი წრფივი კომბინაციისათვის  

𝑤̃(𝐱) =∑𝛽𝒌𝑤𝒌
𝒌

(𝐱),      𝑤𝒌(𝐱) = 𝑤1,𝑘1(𝒙
1) ∙ … ∙ 𝑤𝑛,𝑘𝑛(𝒙

𝑛), 

𝒌 = (𝑘1, … , 𝑘𝑛),  𝛽𝒌 ∈ ℝ, და ნებისმიერი 𝑤 ∈ 𝔇(𝛺) ფუნქციისათვის, გვექნება 𝑤 − 𝑤̃ ∈ 𝐻0
1(𝛺𝑖), 

თითქმის ყველა 𝐱𝑖′ = (𝒙1, … , 𝒙𝑖−1, 𝒙𝑖+1, … , 𝒙𝑛) ∈ 𝛺𝑖
′ = 𝛺1 × …× 𝛺𝑖−1 × 𝛺𝑖+1 × …×𝛺𝑛-თვის 

და   

𝑏(𝑤̃,𝑤 − 𝑤̃) =∑𝛽𝒌∑ ∫𝑏𝑖(𝑤𝑖,𝑘𝑖 , 𝑤 − 𝑤̃)∏𝑤𝑗,𝑘𝑗(𝒙
𝑗)𝑑𝐱𝑖′

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 

𝛺𝑖
′

𝑛

𝑖=1𝒌

 

=∑𝛽𝒌∑ ∫|𝜇𝑖,𝑘𝑖|
2
(𝑤𝒌, 𝑤 − 𝑤̃)𝐿2(𝛺) = (𝑤̅, 𝑤 − 𝑤̃)𝐿2(𝛺),

 

𝛺𝑖
′

𝑛

𝑖=1𝒌

 

სადაც 𝑤̅ = ∑ 𝛾𝒌𝒌 𝑤𝒌, 𝛾𝒌 = 𝛽𝒌∑ |𝜇𝑖,𝑘𝑖|
2𝑛

𝑖=1 . რადგან 𝑤 ∈ 𝔇(𝛺) არის ორჯერ უწყვეტად 

დიფერენცირებადი 𝛺̅-ზე, ამიტომ △𝑤 ∈ 𝐿2(𝛺) და 𝑏(. , . ) ორადწრფივი ფორმის 𝑉- 

კოერციტიულობის გათვალისწინებით მივიღებთ: 

𝑐̂𝑏‖𝑤 − 𝑤̃‖𝐻1(𝛺)
2 ≤ 𝑏(𝑤 − 𝑤̃,𝑤 − 𝑤̃) = 𝑏(𝑤,𝑤 − 𝑤̃) − 𝑏(𝑤̃,𝑤 − 𝑤̃) 

= (△ 𝑤 − 𝑤̅,𝑤 − 𝑤̃)𝐿2(𝛺) ≤ ‖△𝑤 − 𝑤̅‖𝐿2(𝛺)‖𝑤 − 𝑤̃‖𝐻1(𝛺), 

საიდანაც გვექნება ‖𝑤 − 𝑤̃‖𝐻1(𝛺) ≤
1

𝑐̂𝑏
‖△ 𝑤 − 𝑤̅‖𝐿2(𝛺). ამ შეფასებიდან გამომდინარებს, რომ 

{𝑤𝒌}𝒌∈ℕ𝑛 ფუნქციების სისტემა არის სრული 𝐻0
1(𝛺)-ში, რადგან 𝔇(𝛺) მკვრივია 𝐻0

1(𝛺)-ში და  

{𝑤𝒌}𝒌∈ℕ𝑛 არის სრული 𝐿2(𝛺)-ში. ვინაიდან {𝑤𝒌}𝒌∈ℕ𝑛 სისტემა არის 𝐻0
1(𝛺1)⨂…⨂𝐻0

1(𝛺𝑛 ) 

სივრცის ქვესიმრავლე, ამიტომ ეს სივრცე არის მკვრივი 𝐻0
1(𝛺)-ში. 
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 შევნიშნოთ, რომ 𝐴𝑖: 𝐻0
1(𝛺𝑖) → 𝐻

−1(𝛺𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑛, ოპერატორების საკუთრივი  

{𝑣𝑖,𝑘}𝑘∈ℕ ფუნქციების ნამრავლი 𝑣𝒌(𝐱) = 𝑣1,𝑘1(𝒙
1)…𝑣𝑛,𝑘𝑛(𝒙

𝑛) ეკუთვნის 𝐻0
1(𝛺)-ს და 

სისტემა {𝑣𝒌}𝒌∈ℕ𝑛 ⊂ 𝐻0
1(𝛺) არის ორთონორმირებული 𝐿2(𝛺) სივრცეში, 

(𝑣𝑘1…𝑘𝑛 , 𝑣𝑘1′ ...𝑘𝑛′ )𝐿2(𝛺)
= ∫𝑣1,𝑘1

 

𝛺1

𝑣1,𝑘1′𝑑𝒙
1 ∙ … ∙ ∫ 𝑣𝑛,𝑘𝑛𝑣𝑛,𝑘𝑛′ 𝑑𝒙

𝑛

 

𝛺𝑛

= 𝛿𝑘1𝑘1′ ∙ … ∙ 𝛿𝑘𝑛𝑘𝑛′ , 

სადაც  𝛿𝑖𝑗 წარმოადგენს კრონეკელის სიმბოლოს. ამავე დროს, რადგან {𝑣𝑖,𝑘}𝑘∈ℕ სრულია 

𝐻0
1(𝛺𝑖)-ში, ამიტომ სისტემა {𝑣𝒌}𝒌∈ℕ𝑛 არის სრული 𝐻0

1(𝛺1)⨂…⨂𝐻0
1(𝛺𝑛 ) სივრცეში, რომე-

ლიც  არის მკვრივი 𝐻0
1(𝛺)-ში. ამრიგად, {𝑣𝒌}𝒌∈ℕ𝑛 არის სრული 𝐻0

1(𝛺)-ში. რადგან {𝑣𝑖,𝑘}𝑘∈ℕ  

საკუთრივ ფუნქციებს შეესაბამება {|𝜆𝑖,𝑘|
2
}
𝑘∈ℕ

 საკუთრივი მნიშვნელობები, ამიტომ  

𝑎𝑖(𝑣𝑖,𝑘𝑤𝑖) = |𝜆𝑖,𝑘|
2
(𝑣𝑖,𝑘 , 𝑤𝑖)𝐿2(𝛺𝑖)

, ნებისმიერი 𝑤𝑖 ∈ 𝐻0
1(𝛺𝑖)-თვის, 𝑖 = 1,… , 𝑛, სადაც  

𝑎𝑖(𝑤̂𝑖, 𝑤𝑖) = ∫( ∑ 𝐴𝑖1𝑗1
𝑖 (𝒙𝑖)

𝑝𝑖

𝑖1,𝑗1=1

𝜕𝑤̂𝑖

𝜕𝑥𝑗1
𝑖

𝜕𝑤𝑖

𝜕𝑥𝑖1
𝑖
+ 𝐴0

𝑖 (𝒙𝑖)𝑤̂𝑖𝑤𝑖)

 

𝛺𝑖

𝑑𝒙𝑖,    ∀𝑤̂𝑖, 𝑤𝑖 ∈ 𝐻0
1(𝛺𝑖). 

ორადწრფივი ფორმა, რომელიც შეესააბამება 𝐴(𝑡) ოპერატორს, აღვნიშნოთ 𝑎(𝑡; 𝑣, 𝑣) =

〈𝐴(𝑡)𝑣, 𝑣〉, ყველა 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐻0
1(𝛺)-თვის, სადაც  

𝑎(𝑡; 𝑣, 𝑣) = ∫∑𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝛺𝑖

(𝑡) ( ∑ 𝐴𝑖1𝑗1
𝑖 (𝒙𝑖)

𝑝𝑖

𝑖1,𝑗1=1

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗1
𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖1
𝑖
+ 𝐴0

𝑖 (𝒙𝑖)𝑣𝑣)𝑑𝐱. 

აქედან გამომდინარე, ნებისმიერი 𝑤 = 𝑤1(𝒙
1) ⋅ … ⋅ 𝑤𝑛(𝒙

𝑛) ∈ 𝐻0
1(𝛺1)⨂…⨂𝐻0

1(𝛺𝑛 )-თვის 

გვაქვს  

𝑎(𝑡; 𝑣𝒌, 𝑤) =∑𝛼𝑖(𝑡) ∫𝑎𝑖

 

𝛺𝑖
′

𝑛

𝑖=1

(𝑣𝒌, 𝑤)𝑑𝐱
𝑖′ =∑𝛼𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

|𝜆𝑖,𝑘𝑖|
2
(𝑣𝒌, 𝑤)𝐿2(𝛺), 

საიდანაც, 𝐻0
1(𝛺1)⨂…⨂𝐻0

1(𝛺𝑛 ) სიმრავლის 𝐻0
1(𝛺) სივრცეში სიმკვრივის ძალით გვექნება, 

რომ 𝑎(𝑡; 𝑣𝒌, 𝑣) = |𝜁𝒌(𝑡)|
2(𝑣𝒌, 𝑣)𝐿2(𝛺), ნებისმიერი 𝑣 ∈ 𝐻0

1(𝛺)-თვის, სადაც |𝜁𝒌(𝑡)|
2 =

∑ 𝛼𝑖(𝑡)
𝑛
𝑖=1 |𝜆𝑖,𝑘𝑖|

2
. ამრიგად, 𝐿2(𝛺) სივრცეში ორთონორმირებული ფუნქციები {𝑣𝒌}𝒌∈ℕ𝑛 

წარმოადგენენ 𝐴:𝐻0
1(𝛺) → 𝐻−1(𝛺) ოპერატორის საკუთრივი ფუნქციებს, რომლებიც 

შეესაბამება {|𝜁𝒌(𝑡)|
2}𝒌∈ℕ𝑛 საკუთრივი მნიშვნელობებს თითქმის ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇)-თვის, და 

რადგან {𝑣𝒌}𝒌∈ℕ𝑛 სისტემა სრულია 𝐻0
1(𝛺)-ში, ამიტომ თეორემა 1.2-დან გამომდინარეობს, 

რომ (1.27)-(1.29) დროით არალოკალურ ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი.  □ 

შედეგი 1.1. თუ 𝑢0 ∈ 𝔏
2(𝛺), 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; ℌ−1(𝛺)),  min {𝑛, 𝑁} = 1   და  

1 −∑
𝜉𝑗 + |𝜉𝑗|

2

𝑚

𝑗=1

≥ ∫|𝜌(𝑡)|𝑑𝑡

𝑇

0

, 



 25  
 

მაშინ (1.27)-(1.29) არალოკალურ ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი . 

დამტკიცება. თეორემა 1.6-ის ძალით საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ სრულდება (1.30) პირობა.  

შევნიშნოთ, რომ  

1 −∑𝜉𝑗exp (−𝜃𝑘1…𝑘𝑛(𝑇𝑗)) ≥ 1 −∑
𝜉𝑗 + |𝜉𝑗|

2

𝑚

𝑗=1

𝑚

𝑗=1

exp (−∑|𝜆𝑖,𝑘𝑖|
2
𝛼𝑇𝑗

𝑛

𝑖=1

) 

= 1 −∑
𝜉𝑗 + |𝜉𝑗|

2

𝑚

𝑗=1

+∑
𝜉𝑗 + |𝜉𝑗|

2

𝑚

𝑗=1

 (1 − exp (−∑|𝜆𝑖,𝑘𝑖|
2
𝛼𝑇𝑗

𝑛

𝑖=1

)), 

და 

|∫ 𝜌(𝑡)exp(−∑|𝜆𝑖,𝑘𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

∫ 𝛼𝑖(𝜏)
𝑡

0

𝑑𝜏)
𝑇

0

𝑑𝑡| ≤ ∫ |𝜌(𝑡)|𝑑𝑡.
𝑇

0

 

აქედან გამომდინარე, თუ 𝜉𝑗 > 0 ერთი მაინც 𝑗 = 1, . . , 𝑚-თვის, მაშინ (1.30) პირობა სამართ-

ლიანია როცა 

𝛾 =∑
𝜉𝑗 + |𝜉𝑗|

2

𝑚

𝑗=1

 (1 − exp(−∑|𝜆𝑖,𝑘𝑖|
2
𝛼𝑇𝑗

𝑛

𝑖=1

)) > 0. 

თუ ყველა 𝜉𝑗 < 0, 𝑗 = 1, . . , 𝑚, და ∫ |𝜌(𝑡)|𝑑𝑡 < 1
𝑇

0
, მაშინ (1.30) პირობა სრულდება როცა 𝛾 =

1 − ∫ |𝜌(𝑡)|𝑑𝑡 > 0
𝑇

0
. იმ შემთხვევაში როცა ∫ |𝜌(𝑡)|𝑑𝑡 = 1

𝑇

0
 და  𝜉𝑗 < 0, ყველა  𝑗 = 1,… ,𝑚-თვის, 

არსებობს 0 < 𝑇1 < 𝑇 ისეთი, რომ ∫ |𝜌(𝑡)|𝑑𝑡 = ∫ |𝜌(𝑡)|𝑑𝑡
𝑇

𝑇1

𝑇1
0

= 1/2. აქედან გამომდინარე, 

{|𝜆𝑖,𝑘|
2
}
𝑘∈ℕ

საკუთრივი მნიშვნელობების თვისებების გამოყენებით მივიღებთ 

1 −∫𝜌(𝑡)exp (−𝜃𝑘1…𝑘𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑇

0

≥ 1 −∫|𝜌(𝑡)|exp(−∑|𝜆𝑖,1|
2
𝑐𝛼𝑖𝑡

𝑛

𝑖=1

)𝑑𝑡

𝑇

0

 

≥ 1 −∫|𝜌(𝑡)|𝑑𝑡

𝑇1

0

− ∫|𝜌(𝑡)|exp(−∑|𝜆𝑖,1|
2
𝑐𝛼𝑖𝑡

𝑛

𝑖=1

)𝑑𝑡

𝑇

𝑇1

≥
1 − exp (−∑ |𝜆𝑖,1|

2
𝑐𝛼𝑖𝑇1

𝑛
𝑖=1 )

2
. 

ე.ი., (1.30) პირობა სამართლიანია, როცა 𝛾 = (1 − exp (−∑ |𝜆𝑖,1|
2
𝑐𝛼𝑖𝑇1

𝑛
𝑖=1 )) /2 > 0.  □ 

 შევნიშნოთ, რომ (1.28) არალოკალური საწყისი პირობის ინტეგრალურ წევრში 

სიმკვრივის ფუნქცია 𝜌(𝑡) 0-ის ტოლია 𝑡 = 0-ის მიდამოში, ე.ი. არსებებს 0 < 𝑇0 < 𝑇 ისეთი, 

რომ 𝜌(𝑡) = 0, თითქმის ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇0)-თვის, მაშინ 

𝐷𝑘1…𝑘𝑛 =∑𝜉𝑗

𝑚

𝑗=1

exp (−𝜃𝑘1…𝑘𝑛(𝑇𝑗)) + ∫𝜌(𝑡)exp (−𝜃𝑘1…𝑘𝑛(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑇

𝑇0

 →  0, 
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როცა  min{𝑘1…𝑘𝑛} → ∞, რადგან |𝜆𝑖,𝑘|
2
→ ∞, როცა 𝑘 → ∞, 𝑖 = 1, . . , 𝑛. აქედან გამომდინარე, 

ამ შემთხვევაში (1.27)-(1.29) დროით არალოკალური ამოცანის ამონახსნის არსებობისა და 

ერთადერთობის დასამტკიცებლად საკმარისია შევამოწმოთ, რომ 𝐷𝑘1…𝑘𝑛 ≠ 1 𝑘1, … , 𝑘𝑛 

ინდექსების მნიშვნელობების მხოლოდ სასრული რაოდენობისათვის. კერძოდ, სამართ-

ლიანია შემდეგი დებულება. 

შედეგი 1.2. თუ 𝑢0 ∈ 𝔏
2(𝛺), 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇; ℌ−1(𝛺)), min{𝑛, 𝑁} = 1 და 𝐷𝑘1…𝑘𝑛 ≠ 1, როცა  1 ≤ 𝑘𝑖 ≤

𝐾𝑖, 𝑖 = 1, . . , 𝑛, სადაც 

𝐾𝑖 =  min{𝑘𝑖 ∈ ℕ; |𝜆𝑖,𝑘𝑖|
2
>
ln (∑ |𝜉𝑗| + ∫ |𝜌(𝑡)|𝑑𝑡

𝑇

𝑇0

𝑚
𝑗=1 )

𝑛 min
1≤𝑖≤𝑛

𝑐𝛼𝑖 min0≤𝑗≤𝑚
𝑇𝑗

}, 

მაშინ (1.27)-(1.29) არალოკალურ ამოცანას აქვს ერთადერთი ამონახსნი.   
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თავი 2 

 

დროით არალოკალური ამოცანები შრედინგერის ტიპის 

განტოლებებისათვის 

 

2.1. არალოკალური ამოცანის ჩამოყალიბება აბსტრაქტულ სივრცეებში 

შრედინგერის ტიპის განტოლებისათვის 

 

მეორე თავში ჩვენ შევისწავლით შრედინგერის ტიპის განტოლებებისა და 

სისტემებისათვის დასმულ საწყის-სასაზღვრო ამოცანებს არალოკალური საწყისი 

პირობებით, რომლებიც წარმოადგნენ აბსტრაქტულ ჰილბერტის სივრცეებში 

შრედინგერის ტიპის განტოლებებისათვის არალოკალური ამოცანების კერძო შემთხვევას. 

ამიტომ ჩვენ ჯერ გამოვიკვლევთ არალოკალურ ამოცანებს აბსტრაქტულ სივრცეებში.   

იმისათვის, რომ ჩამოვაყალიბოთ არალოკალური ამოცანა შრედინგერის ტიპის 

განტოლებისათვის ჩვენ გამოვიყენებთ სივრცეებს კომპლექსურ რიცხვთა ველის მიმართ 

და 𝑖-თი აღვნიშნავთ წარმოსახვით ერთეულს. ვთქვათ 𝑉, 𝐻 სეპარაბელური კომპლექსური 

ჰილბერტის სივრცეებია, 𝑉 მკვრივია 𝐻-ში და უწყეტად არის მასში ჩადგმული. 𝐻-ის 

გაიგივებით თავის ანტიშეუღლებულთან 𝐻-ში (. , . )𝐻 სკალარული ნამრავლის საშუალებით 

მივიღებთ სივრცეებს სამეულს 𝑉 ⊂ 𝐻 ⊂ 𝑉∗ უწყვეტი და მკვრივი ჩადგმებით, სადაც 𝑉∗ 

წარმოადგენს 𝑉 სივრცის ანტიშეუღლებულ სივრცეს. ვთქვათ 𝐴 ∈ ℒ(𝑉; 𝑉∗) თვით-

შეუღლებული 𝑉-კოერციტიული ოპერატორია, ე.ი. ანტიწრფივი ფორმა 𝑎(𝑣,𝑤) = 〈𝐴𝑣,𝑤〉∗ 

აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს  

|𝑎(𝑣, 𝑤)| ≤ 𝑐𝑎
∗‖𝑣‖𝑉‖𝑤‖𝑉,

𝑎(𝑣, 𝑤) = 𝑎(𝑤, 𝑣),    𝑎(𝑣, 𝑣) ≥ 𝑐̆𝑎
∗‖𝑣‖𝑉

2 ,
              𝑐𝑎

∗ , 𝑐̆𝑎
∗ = const > 0,   ∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉,       (2.1) 

სადაც ⟨. , . ⟩∗-ით აღნიშნულია ანტიშეუღლების მიმართება 𝑉∗ და 𝑉 სივრცეებს შორის, 𝑦 

წარმოადგენს 𝑦 ∈ ℂ კომპლექსური რიცხვის შეუღლებულს, ხოლო 𝑦-ის მოდულს კი 

აღვნიშნავთ |𝑦|-ით. აგრეთვე ვიგულისხმოთ, რომ 𝐴 ოპერატორის საკუთრივ ვექტორთა 

{𝑣𝑘}𝑘=1
∞  სისტემა, რომლებიც შეესაბამება {|𝜆𝑘|

2}𝑘=1
∞  საკუთრივ მნიშვნელობებს სრულია 𝑉 

სივრცეში და ორთონორმირებულია 𝐻 სივრცეში. 

განვიხილოთ დროით არალოკალური ამოცანა აბსტრაქტული შრედინგერის 

განტოლებისათვის  
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𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑖𝛼(𝑡)𝐴𝑢 = 𝑓,          𝑡 ∈ (0, 𝑇),                                               (2.2) 

 რომლის ვარიაციულ ფორმულირებას აქვს სახე: საძიებელია 𝑢 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉) ისეთი, რომ  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢(. ), 𝑣)𝐻 + 𝑖𝛼(. )𝑎(𝑢(. ), 𝑣) = 〈𝑓(. ), 𝑣〉∗,             ∀𝑣 ∈ 𝑉,                     (2.3) 

განტოლება სრულდება (0, 𝑇) −ში განაწილებების აზრით და 𝑢 აკმაყოფილებს შემდეგ 

არალოკალურ საწყის პირობას  

𝑢(0) = 𝐵𝑢 + 𝑢0,                                                               (2.4) 

 სადაც 𝛼 ∈ 𝐶1([0, 𝑇]), 𝛼(𝑡) ≥ 𝑐𝛼 = const > 0, ნებისმიერი 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑢0, 𝑓 − მოცემული 

ვექტორ-ფუნქციებია, 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉); 𝑉). 

        𝐵 ოპერატორი ცალსახად განსაზღვრავს წრფივ უწყვეტ ფუნქციონალებს 𝑏𝑗𝑘(𝜘) =

𝐵(𝜘𝑣𝑘), 𝑣𝑗)𝐻 , 𝑗, 𝑘 ∈ ℕ, 𝜘 ∈ 𝐶
0([0, 𝑇]; ℂ), რომელთა საშუალებით აიგება ოპერატორები 

𝐵̂𝑝: 𝐶
0([0, 𝑇];  ℂ𝑝×𝑝) → ℂ𝑝×𝑝, 𝑝 ≥ 1,   

𝐵̂𝑝(𝐹) = 𝐺,    𝐺 = (𝐺𝑗𝑘),    𝐺𝑗𝑘 =∑

𝑝

𝑟=1

𝑏𝑗𝑟(𝐹𝑟𝑘),        𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝,      ∀𝐹 = (𝐹𝑟𝑘) ∈ 𝐶
0([0, 𝑇]; ℂ𝑝×𝑝), 

სადაც ℂ𝑝×𝑝 წარმოადგენს 𝑝 რიგის მატრიცთა სიმრავლეს კომპლექსური ელემენტებით, 

რომელთა სპექტრალურ ნორმას აღვნიშნავთ ∥. ∥ℂ𝑝×𝑝. 𝐴𝑝 არის დიაგონალური მატრიცა (𝑗, 𝑗) 

ელემენტით |𝜆𝑗|, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝, ხოლო 𝐴𝑝
𝑠  კი დიაგონალური მატრიცა (𝑗, 𝑗) ელემენტებით |𝜆𝑗|

𝑠, 

1≤ 𝑗 ≤ 𝑝, 𝑠 ∈ ℝ, exp (−𝑖𝐴𝑝
𝑠 ∫ 𝛼(𝜏)

𝑠

2𝑑𝜏)
𝑡

0
) არის დიაგონალური მატრიცი (𝑗, 𝑗) წევრით 

exp (−𝑖|𝜆𝑗|
𝑠
∫ 𝛼(𝜏)

𝑠

2𝑑𝜏
𝑡

0
), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝. 

 

 

2.2. არალოკალური ამოცანის გამოკვლევა აბსტრაქტული  

შრედინგერის ტიპის  განტოლებისათვის 

 

 ამ პარაგრამში ჩვენ გამოვიკვლევთ არალოკალური (2.3), (2.4) ამოცანის ამონახსნის 

არსებობას და ერთადერთობას არალოკალურ 𝐵 ოპერატორზე სხვადასხვა პირობებში. 

არაკლასიკური (2.3), (2.4) ამოცანისათვის სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 2.1. ვთქვათ 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉); 𝑉) ოპერატორი კომპაქტურია და არსებობს 

მუდმივი 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 და 𝑠 ∈ ℝ, 𝑠 ≥ 0 ისეთი, რომ  
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‖

‖
𝐴𝑛
−𝑠

(

 
 
𝐼 − 𝐵̂𝑛(exp(−𝑖𝐴𝑛

2 ∫𝛼(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

))

)

 
 

−1

𝐴𝑛
−1

‖

‖

ℂ𝑛×𝑛

< 𝛽,          ∀𝑛 ∈ ℕ.          (2.5) 

თუ 𝑢0 ∈ 𝑉, 𝑓, 𝑓
′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉∗), მაშინ დროით არალოკალურ (2.3), (2.4) ამოცანას გააჩნია 

ერთადერთი ამონახსნი და სამართლიანია შეფასება  

 ‖𝑢‖𝐶0([0,𝑇];𝑉) ≤ 𝑐(‖𝑢0‖𝑉 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗) + ‖𝑓′‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)). (2.6) 

დამტკიცება. თეორემის დასამტკიცებლად ჯერ ვაჩვენოთ ამონახსნის არსებობა. (2.3), (2.4) 

ამოცანის ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი მწკრივის სახით: 

𝑢(𝑡) = ∑𝑢𝑛(𝑡)𝑣𝑛

∞

𝑛=1

,     𝑢𝑛(𝑡) = exp(𝜁𝑛(𝑡))𝑑𝑛 + 𝜂𝑛(𝑡) ,     ∀𝑛 ∈ ℕ,                 (2.7) 

სადაც  

𝜁𝑛(𝑡) = −𝑖|𝜆𝑛|
2∫𝛼(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠,   𝜂𝑛(𝑡) = ∫exp(𝜁𝑛(𝑡) − 𝜁𝑛(𝜏)) 𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

,       ∀𝑛 ∈ ℕ,  

𝑓𝑛(𝑡) = 〈𝑓(𝑡), 𝑣𝑛〉∗, ნებისმიერი 𝑛 ∈ ℕ-თვის, ხოლო 𝑑𝑛 უცნობი კოეფიციენტებია, რომელ-

თათვისაც, (2.7) მწკრივის ფორმალურად ჩასმით (2.4) პირობაში, მივიღებთ შემდეგ 

უსასრულო სისტემას: 

𝑑𝑘 = ∑𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡)))

∞

𝑝=1

𝑑𝑝 +∑𝑏𝑘𝑝

∞

𝑝=1

(∫exp (𝜁𝑝(𝑡) − 𝜁𝑝(𝜏))

𝑡

0

𝑓𝑝(𝜏)𝑑𝜏) + 𝜑𝑘 ,          (2.8) 

სადაც 𝜑𝑘 = (𝑢0, 𝑣𝑘)𝐻 , 𝑘 ∈ ℕ. (2.7) სისტემა ჩავწეროთ ოპერატორული სახით 𝑑 = 𝔅𝑑 + 𝜓⃗⃗, 

𝑑 = (𝑑𝑘)𝑘=1
∞  კომპლექსურ რიცხვთა მიმდევრობების სივრცეში, სადაც  

𝔅ℎ⃗⃗ = 𝑟,       ℎ⃗⃗ = (ℎ𝑘)𝑘=1
∞ , 𝑟 = (𝑟𝑘)𝑘=1

∞ , 𝑟𝑘 = ∑𝑏𝑘𝑝 (exp (𝜁𝑝(𝑡))) ℎ𝑝

∞

𝑝=1

,    ∀𝑘 ∈ ℕ, 

𝜓⃗⃗ = (𝜓𝑘)𝑘=1
∞ ,       𝜓𝑘 = ∑𝑏𝑘𝑝(𝜂𝑝)

∞

𝑝=1

+ 𝜑𝑘  ,      ∀𝑘 ∈ ℕ. 

𝑎 ფორმის (2.1) თვისებების გათვალისწინებით გვექნება  

𝑐̆𝑎
∗‖𝑤‖𝑉

2 ≤ 𝑎(𝑤,𝑤) = ∑

∞

𝑘=1

|𝜆𝑘|
2|(𝑤, 𝑣𝑘)𝐻|

2 ≤ 𝑐𝑎
∗‖𝑤‖𝑉

2 ,                  ∀𝑤 ∈ 𝑉, 

ამიტომ 𝑉 სივრცე კომპლექსური რიცხვების ℎ⃗⃗ = (ℎ𝑘)𝑘=1
∞  მიმდევრობების 𝑙2 სივრცის 

იზომორფულია, რომელთათვისაც ∥ ℎ⃗⃗ ∥𝑙2
2 = ∑∞𝑘=1 |𝜆𝑘|

2|ℎ𝑘|
2 < ∞. 
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 ამავე დროს ნებისმიერი ℎ⃗⃗ = (ℎ𝑘)𝑘=1
∞ ∈ 𝑙2 მიმდევრობისათვის შესაბამისი მწკრივი  

𝑤 ℎ⃗⃗⃗(𝑡) = ∑exp(𝜁𝑘(𝑡))ℎ𝑘𝑣𝑘

∞

𝑘=1

, 

თანაბრად კრებადია 𝑉-ში, რადგან {𝑣𝑘}𝑘∈ℕ   საკუთრივი ვექტორების განმარტების და 𝐻 

სივრცეში ორთონორმირებულობის ძალით 𝑎(𝑣𝑘 , 𝑣𝑘) = |𝜆𝑘|
2, 𝑘 ∈ ℕ, და ამიტომ 

‖∑ exp(𝜁𝑘(𝑡))ℎ𝑘𝑣𝑘

𝑚

𝑘=𝑛

‖

𝑉

2

≤
1

𝑐̆𝑎
∗ 𝑎 (∑ exp(𝜁𝑘(𝑡))ℎ𝑘𝑣𝑘

𝑚

𝑘=𝑛

, ∑ exp(𝜁𝑘(𝑡))ℎ𝑘𝑣𝑘

𝑚

𝑘=𝑛

)

= ∑ (exp(𝜁𝑘(𝑡)))
2
|𝜆𝑘|

2(ℎ𝑘)
2

𝑚

𝑘=𝑛

≤ ∑ |𝜆𝑘|
2(ℎ𝑘)

2

𝑚

𝑘=𝑛

,   ∀𝑛 ≤ 𝑚, 𝑛,𝑚 ∈ ℕ. 

ამასთან, ნორმა ∥ 𝑤 ℎ⃗⃗⃗ ∥𝐶0([0,𝑇];𝑉) ექვივალენტურია ∥ ℎ⃗⃗ ∥𝑙2.  

 აქედან გამომდინარე, 𝐵𝑤 ℎ⃗⃗⃗ ∈ 𝑉 და 𝐵-ს უწყვეტობის ძალით გვექნება 

∑

∞

𝑘=1

|𝜆𝑘|
2|𝑟𝑘|

2 = 𝑎(𝐵𝑤 ℎ⃗⃗⃗, 𝐵𝑤 ℎ⃗⃗⃗) ≤
𝑐1𝑐𝑎

∗

𝑐̆𝑎
∗ ∑

∞

𝑘=1

|𝜆𝑘|
2|ℎ𝑘|

2 =
𝑐1𝑐𝑎

∗

𝑐̆𝑎
∗ ‖ℎ⃗⃗‖𝑙2

2
, 

ამიტომ  𝔅: 𝑙2 → 𝑙2 წარმოადგენს წრფივ უწყვეტ ოპერატორს. აგრეთვე, თუ 𝑄̃ 

− შემოსაზღვრული სიმრავლეა 𝑙2-ში, მაშინ 𝑄 = {𝑤 ℎ⃗⃗⃗; ℎ⃗⃗ ∈ 𝑄̃} სიმრავლე შემოსაზღვრული 

იქნება 𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉) − ში. 𝐵 ოპერატორის კომპაქტურობის ძალით 𝐵(𝑄) ფარდობითად 

კომპაქტურია 𝑉 სივრცეში, საიდანაც მივიღებთ, რომ 𝔅(𝑄̃) ფარდობითად კომპაქტურია 𝑙2 

სივრცეში და ამიტომ  𝔅: 𝑙2 → 𝑙2 არის კომპაქტური ოპერატორი. 

ჩადგმის თეორემის გამოყენებით [24] 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉∗)-დან გამომდინარეობს, რომ 

𝑓 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉∗) და  

𝜂𝑘(𝑡) = ∫

𝑡

0

exp (−𝑖|𝜆𝑘|
2∫𝛼(𝑠)

𝑡

𝜏

𝑑𝑠) 〈𝑓(𝜏), 𝑣𝑘〉∗𝑑𝜏 =
exp (−𝑖|𝜆𝑘|

2 ∫ 𝛼(𝑠)
𝑡

𝜏
𝑑𝑠)

𝑖|𝜆𝑘|
2

〈𝑓(𝜏), 𝑣𝑘〉∗
𝛼(𝜏)

|

0

𝑡

 

−
1

𝑖|𝜆𝑘|
2
∫

𝑡

0

exp (−𝑖|𝜆𝑘|
2∫𝛼(𝑠)

𝑡

𝜏

𝑑𝑠)(
〈𝑓′(𝜏), 𝑣𝑘〉∗
𝛼(𝜏)

−
〈𝑓(𝜏), 𝑣𝑘〉∗𝛼′(𝜏)

𝛼2(𝜏)
)𝑑𝜏. 

𝐴 ოპერატორის 𝑉-კოერციტიულობის ძალით მას ექნება შემოსაზღვრული შებრუნებული 

(იხ. [21]), ამიტომ ნებისმიერი 𝑡 ∈ [0, 𝑇] −თვის იარსებებს 𝑣𝑓(𝑡) = 𝐴−1𝑓(𝑡) ∈ 𝑉,  𝐴−1𝑓 ∈

𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉) და თითქმის ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇) იარსებებს 𝑣𝑓
′(𝑡) = 𝐴−1𝑓′(𝑡) ∈ 𝑉, 𝐴−1𝑓′ ∈

𝐿2(0, 𝑇; 𝑉). აქედან გამომდინარე, 𝜂𝑘(𝑡)-თვის სამართლიანია შემდეგი შეფასება  

|𝜂𝑘(𝑡)|
2 ≤ 4(

|〈𝑓(𝑡), 𝑣𝑘〉∗|
2

|𝜆𝑘|
4𝛼2(𝑡)

+
|〈𝑓(0), 𝑣𝑘〉∗|

2

|𝜆𝑘|
4𝛼2(0)

+
1

|𝜆𝑘|
4 |∫

𝑡

0

exp (−𝑖|𝜆𝑘|
2∫𝛼(𝑠)

𝑡

𝜏

𝑑𝑠)
〈𝑓′(𝜏), 𝑣𝑘〉∗
𝛼(𝜏)

𝑑𝜏|

2
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+
1

|𝜆𝑘|
4 |∫

𝑡

0

exp (−𝑖|𝜆𝑘|
2∫𝛼(𝑠)

𝑡

𝜏

𝑑𝑠)
〈𝑓(𝜏), 𝑣𝑘〉∗𝛼′(𝜏)

𝛼2(𝜏)
𝑑𝜏|

2

) 

= 4(
|𝑎(𝑣𝑓(𝑡), 𝑣𝑘)|

2

|𝜆𝑘|
4𝛼2(𝑡)

+
|𝑎(𝑣𝑓(0), 𝑣𝑘)|

2

|𝜆𝑘|
4𝛼2(0)

+
1

|𝜆𝑘|
4 |∫

𝑡

0

exp (−𝑖|𝜆𝑘|
2∫𝛼(𝑠)

𝑡

𝜏

𝑑𝑠)
𝑎(𝑣𝑓

′(𝜏), 𝑣𝑘)

𝛼(𝜏)
𝑑𝜏|

2

+
1

|𝜆𝑘|
4 |∫

𝑡

0

exp (−𝑖|𝜆𝑘|
2∫𝛼(𝑠)

𝑡

𝜏

𝑑𝑠)
𝑎(𝑣𝑓(𝜏), 𝑣𝑘)𝛼′(𝜏)

𝛼2(𝜏)
𝑑𝜏|

2

)

≤ 4(
|(𝑣𝑓(𝑡), 𝑣𝑘)𝐻|

2

(𝑐𝛼)
2

+
|(𝑣𝑓(0), 𝑣𝑘)𝐻|

2

(𝑐𝛼)
2

+
𝑇

(𝑐𝛼)
2
∫

𝑇

0

|(𝑣𝑓
′(𝜏), 𝑣𝑘)𝐻|

2𝑑𝜏

+
𝑇 max
0≤𝑡≤𝑇

|𝛼′(𝜏)|
2

(𝑐𝛼)
4

∫

𝑇

0

|(𝑣𝑓(𝜏), 𝑣𝑘)𝐻|
2𝑑𝜏),      ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

ვინაიდან 𝑣𝑓 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉), ამიტომ 𝑣𝑓(𝑡) = ∑∞𝑘=1 (𝑣
𝑓(𝑡), 𝑣𝑘)𝐻𝑣𝑘 მწკრივი თანაბრად 

კრებადია [0, 𝑇]-ზე 𝑉 სივრცეში. მართლაც, ნებისმიერი 𝜀 > 0 იარსებებს 𝛿 > 0, 

რომლისთვისაც  

 ‖𝑣𝑓(𝑡
′) − 𝑣𝑓(𝑡

′′)‖
𝑉
< 𝜀,         როცა    |𝑡′ − 𝑡′′| < 𝛿. 

[0, 𝑇] მონაკვეთი დავყოთ ქვეშუალედებად, რომელთა სიგრძე 𝛿-ზე ნაკლებია და დაყოფის 

წერტილები აღვნიშნოთ 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 <. . . < 𝑡𝑞 = 𝑇. რადგან ყოველი 𝑡 ∈ [0, 𝑇]-თვის 

 𝑣𝑓(𝑡) ∈ 𝑉 და ∑∞𝑘=1 |𝜆𝑘|
2|(𝑣𝑓(𝑡), 𝑣𝑘)𝐻|

2 ≤ 𝑎(𝑣𝑓(𝑡), 𝑣𝑓(𝑡)), ამიტომ მოიძებნება 𝑁(𝜀) ∈ ℕ ისეთი, 

რომ   

∑

∞

𝑘=𝑁(𝜀)

|𝜆𝑘|
2|(𝑣𝑓(𝑡𝑝), 𝑣𝑘)𝐻|

2 ≤ 𝜀2,       𝑝 = 0, . . . , 𝑞. 

ავიღოთ ნებისმიერი 𝑡 ∈ [0, 𝑇] და ვთქვათ 𝑡𝑝 წარმოადგენს იმ შუალედის ერთ-ერთ ბოლოს, 

რომელშიც მოხვდა 𝑡 წერტილი. უკანასკნელი უტოლობის გათვალისწინებით გვექნება  

∑

∞

𝑘=𝑁(𝜀)

|𝜆𝑘|
2|(𝑣𝑓(𝑡), 𝑣𝑘)𝐻|

2 = ∑

∞

𝑘=𝑁(𝜀)

|𝜆𝑘|
2|(𝑣𝑓(𝑡) − 𝑣𝑓(𝑡𝑝) + 𝑣𝑓(𝑡𝑝), 𝑣𝑘)𝐻|

2 ≤

≤ 2 ∑

∞

𝑘=𝑁(𝜀)

|𝜆𝑘|
2|(𝑣𝑓(𝑡) − 𝑣𝑓(𝑡𝑝), 𝑣𝑘)𝐻|

2 + 2 ∑

∞

𝑘=𝑁(𝜀)

|𝜆𝑘|
2|(𝑣𝑓(𝑡𝑝), 𝑣𝑘)𝐻|

2 ≤

≤ 2𝑎 (𝑣𝑓(𝑡) − 𝑣𝑓(𝑡𝑝), 𝑣𝑓(𝑡) − 𝑣𝑓(𝑡𝑝)) + 2𝜀2 < 2(𝑐𝑎 + 1)𝜀
2.

 

ე.ი. ∑∞𝑘=1 |𝜆𝑘|
2|(𝑣𝑓(𝑡), 𝑣𝑘)𝐻|

2 მწკრივი თანაბრად კრებადია. ამავე დროს, {𝑣𝑘}𝑘∈ℕ   საკუთრივი 

ვექტორების 𝑎(𝑣𝑘 , 𝑣𝑘) = |𝜆𝑘|
2, 𝑘 ∈ ℕ, თვისების ძალით მივიღებთ:  
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∫

𝑡

0

𝑎(𝑣𝑓
′(𝜏), 𝑣𝑓

′(𝜏))𝑑𝜏 ≥ ∑

𝑛

𝑘=1

∫

𝑡

0

|𝜆𝑘|
2|(𝑣𝑓

′(𝜏), 𝑣𝑘)𝐻|
2𝑑𝜏,         ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

საიდანაც გვექნება  

∑

∞

𝑘=1

|𝜆𝑘|
2|𝜂𝑘|

2 ≤ 𝑐1(‖𝐴
−1𝑓(𝑡)‖𝑉

2 + ‖𝐴−1𝑓(0)‖𝑉
2 +∫

𝑇

0

‖𝐴−1𝑓(𝜏)‖𝑉
2𝑑𝜏 + ∫

𝑇

0

‖𝐴−1𝑓′(𝜏)‖𝑉
2𝑑𝜏) ≤ 

≤ 𝑐2 (‖𝑓(𝑡)‖𝑉∗
2 + ‖𝑓(0)‖𝑉∗

2 +∫

𝑇

0

‖𝑓(𝜏)‖𝑉∗
2 𝑑𝜏 + ∫

𝑇

0

‖𝑓′(𝜏)‖𝑉∗
2 𝑑𝜏) . 

აქედან გამომდინარე, ∑∞𝑘=1 𝜂𝑘(𝑡)𝑣𝑘 მწკრივი თანაბრად კრებადია 𝑉 სივრცეში და  

‖∑

∞

𝑘=1

𝜂𝑘(𝑡)𝑣𝑘‖

𝑉

2

≤ 𝑐3 (‖𝑓‖𝐶0([0,𝑇];𝑉∗)
2 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)

2 + ‖𝑓′‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)
2 ),    ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

ამიტომ 𝐵 ოპერატორის უწყვეტობის და ჩადგმის ოპერატორის უწყვეტობის ძალით  

‖𝑓‖𝐶0([0,𝑇];𝑉∗)
2 ≤ 𝑐(‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)

2 + ‖𝑓′‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)
2 ), 

ვასკვნით, რომ 𝜓⃗⃗ ∈ 𝑙2, ვინაიდან  

∑

∞

𝑘=1

|𝜆𝑘|
2|𝜓𝑘|

2 ≤ 2∑

∞

𝑘=1

|𝜆𝑘|
2((∑

∞

𝑝=1

𝑏𝑘𝑝(𝜂𝑝))

2

+ |𝜑𝑘|
2)    

= 2(𝑎(𝐵(∑

∞

𝑝=1

𝜂𝑝(𝑡)𝑣𝑝) ,𝐵 (∑

∞

𝑝=1

𝜂𝑝(𝑡)𝑣𝑝))+ 𝑎(𝑢0, 𝑢0))    

≤ 𝑐4(‖𝑢0‖𝑉
2 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)

2 + ‖𝑓′‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)
2 ).                                           (2.9) 

ამრიგად, 𝜓⃗⃗ ∈ 𝑙2 და (2.8) სისტემის ამონახსნის არსებობის დასამტკიცებლად 

საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ ერთგვაროვან სისტემას გააჩნია მხოლოდ ტრივიალური 

ამონახსნი. 

ვთქვათ 𝑑0 = (𝑑𝑘
0)𝑘=1
∞ ∈ 𝑙2 წარმოადგენს ერთგვაროვანი (2.8) სისტემის ამონახსნს. 

მაშინ მწკრივი ∑∞𝑘=1 𝐵(exp(𝜁𝑘(𝑡))𝑑𝑘
0𝑣𝑘) კრებადია 𝑉-ში, და ამიტომ ნებისმიერი 𝜀 > 0-თვის 

იარსებებს 𝑁(𝜀) ∈ ℕ ისეთი, რომ  

∑

∞

𝑝=1

|𝜆𝑝|
2|𝛿𝑝|

2
≤ 𝑐5 ∥ ∑

∞

𝑘=𝑚+1

𝐵(exp(𝜁𝑘(𝑡))𝑑𝑘
0𝑣𝑘) ∥𝑉

2< 𝜀2,        ∀𝑚 > 𝑁(𝜀), 

სადაც 𝛿𝑝 = ∑
∞
𝑘=𝑚+1 𝑑𝑘

0𝑏𝑝𝑘(exp(𝜁𝑘(𝑡))), 𝑝 ∈ ℕ. (2.8) სისტემის პირველი 𝑚 განტოლებიდან 

განვსაზღვროთ 𝑑𝑚
0 = (𝐼 − 𝐵̂𝑚(exp(𝜁𝑚(𝑡))))

−1𝛿𝑚, სადაც 𝑑𝑚
0 = (𝑑𝑘

0)𝑘=1
𝑚 , 𝛿𝑚 = (𝛿𝑘)𝑘=1

𝑚 . (2.5) 
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პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ ∥ 𝐴𝑚
−𝑠𝑑𝑚

0 ∥𝑚
2 ≤ 𝛽2 ∥ 𝐴𝑚𝛿𝑚 ∥𝑚

2 < 𝛽2𝜀2, ნებისმიერი 𝑚 >

𝑁(𝜀), სადაც 𝜀 ნებისმიერი საკმარისად მცირე დადებითი რიცხვია, ამიტომ 𝑑0 = 0. 

 მაშასადამე, (2.8) სისტემას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი 𝑑 ∈ 𝑙2 და სამართლიანია 

შეფასება და ღია ასახვის შესახებ ბანახის თეორემის შედეგის [26] ძალით (2.8) სისტემის 

ამონახსნი უწყვეტად არის დამოკიდებული მონაცემებზე, ე.ი. ‖𝑑‖
𝑙2
≤ 𝑐6‖𝜓⃗⃗‖𝑙2

. 𝑑 ∈ 𝑙2 

მიმდევრობის მიხედვით აგებული (2.7) მწკრივი იქნება თანაბრად კრებადი 𝑡-ს მიმართ 𝑉 

სივრცეში, 𝑢 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉), 𝑢 აკმაყოფილებს (2.4) საწყის პირობას და (2.9)-ის ძალით 

სამართლიანია (2.6) შეფასება. 

ვაჩვენოთ, რომ 𝑢 წარმოადგენს (2.3) განტოლების ამონახსნს. მართლაც, {𝑣𝑘}𝑘=1
∞  

სისტემის სისრულის გათვალისწინებით, ნებისმიერი 𝑣 ∈ 𝑉 არსებობს 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘-ს 𝑧𝑘 წრფივი 

კომბინაციების მიმდევრობა ისეთი, რომ 𝑧𝑘 → 𝑣 𝑉-ში, როცა 𝑘 → ∞. 𝑢𝑘 ფუნქციას თითქმის 

ყველა 𝑡 ∈ (0, 𝑇)-თვის გააჩნია წარმოებული, რომელიც ტოლია −𝑖|𝜆𝑘|
2𝛼(𝑡)𝑢𝑘(𝑡) +

〈𝑓(𝑡), 𝑣𝑘〉∗ და კვადრატში ჯამებადია (0, 𝑇) ინტერვალზე. ამიტომ ყოველი უსასრულოდ 

დიფერენცირებადი 𝜓 ფუნქციისათვის კომპაქტური საყრდენით (0, 𝑇)-ში გვექნება  

−∫

𝑇

0

(𝑢̃𝑛(𝜏), 𝑧𝑛)𝐻𝜓
′(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑖 ∫

𝑇

0

𝛼(𝜏)𝑎(𝑢̃𝑛(𝜏), 𝑧𝑛)𝜓(𝜏)𝑑𝜏 = ∫

𝑇

0

〈𝑓(𝜏), 𝑧𝑛〉∗𝜓(𝜏)𝑑𝜏, 

ნებისმიერი 𝑛 ∈ ℕ-თვის, სადაც 𝑢̃𝑛-ით აღნიშნულია (2.7) მწკრივის პირველი 𝑛 წევრისაგან 

შემდგარი მონაკვეთი. უკანასკნელ ტოლობაში ზღვარზე გადასვლით ვღებულობთ, რომ 𝑢 

აკმაყოფილებს (2.3) განტოლებას. 

არალოკალური ამოცანის ერთადერთობის დასამტკიცებლად შევნიშნოთ, რომ 

კოშის ამოცანას შრედინგერის ტიპის (2.3) განტოლებისათვის გააჩნია ერთადერთი 

ამონახსნი 𝑢 ∈ 𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉) [24], რომელიც უდრის გარკვეულ ელემენტს 𝑢(0) ∈ 𝑉 დროის 

საწყის 𝑡 = 0 მომენტში და ამიტომ წარმოიდგინება 𝑢(𝑡) = ∑ exp(𝜁𝑛(𝑡))𝑑𝑛𝑣𝑛
∞
𝑛=1  სახით. 

ერთგვაროვანი არალოკალური საწყისი პირობიდან ვღებულობთ, რომ ვექტორი 𝑑 =

(𝑑1, 𝑑2, … ) ∈ 𝑙2  აკმაყოფილებს ერთგვაროვან (2.8) სისტემას, რომლის ამონახსნის 

ერთადერთობიდან გამომდინარეობს არალოკალური (2.3), (2.4) ამოცანის ამონახსნის 

ერთადერთობა.         □ 

უნდა აღინიშნოს, რომ არაკლასიკური (2.3), (2.4) ამოცანის ამონახსნის არსებობის 

და ერთადერთობის თეორემა მიიღება იმ შემთხვევაშიც, როცა 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉); 𝑉) არ 

წარმოადგენს კომპაქტურ ოპერატორს. 
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 თეორემა 2.2. თუ 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉); 𝑉) ოპერატორი ისეთია, რომ 𝑏𝑗𝑘 ≡ 0, როცა 𝑗 < 𝑘, 𝑘 =

2,3,…, და სრულდება პირობა  

  

‖

‖
𝐴𝑛

(

 
 
𝐼 − 𝐵̂𝑛(exp(−𝑖𝐴𝑛

2 ∫𝛼(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

))

)

 
 

−1

𝐴𝑛
−1

‖

‖

ℂ𝑛×𝑛

< 𝛽,     𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,   ∀𝑛 ∈ ℕ, (2.10) 

მაშინ ყოველი 𝑢0 ∈ 𝑉, 𝑓, 𝑓
′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉∗)-თვის, დროით არალოკალურ (2.3), (2.4) ამოცანას 

გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი და სამართლიანია (2.6) შეფასება. 

დამტკიცება. თეორემის 𝑏𝑗𝑘 ≡ 0, როცა 𝑗 < 𝑘, 𝑘 = 2,3, …, პირობიდან გამომდინარე (2.8) 

სისტემას გააჩნია სამკუთხა სტრუქტურა. აქედან გამომდინარე, ერთგვაროვან სისტემას 

ექნება მხოლოდ ტრივიალური ამონახსნი და ისევე როგორც თეორემა 2.1-ის 

დამტკიცებისას ვღებულობთ (2.3), (2.4) ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობას. ამიტომ 

საკმარისია ვაჩვენოთ ამონახსნის არსებობა. თეორემის პირობის ძალით ცხადად შეიძლება 

განისაზღვროს (2.8) უსასრულო სისტემის 𝑑 ∈ 𝑙2 ამონახსნი. მართლაც, პირველი 𝑛 ∈ ℕ 

განტოლებიდან მივიღებთ, რომ 𝑑𝑛 = (𝐼 − 𝐵̂𝑛(exp(𝜁𝑝(𝑡))))
−1𝜓⃗⃗𝑛, სადაც 𝑑𝑛 = (𝑑𝑘)𝑘=1

𝑛 , 𝜓⃗⃗𝑛 =

(𝜓𝑘)𝑘=1
𝑛 , საიდანაც (2.9)-ის ძალით გვექნება  

(𝐴𝑛
2𝑑𝑛, 𝑑𝑛)ℂ𝑛 ≤ 𝑐(‖𝑢0‖𝑉

2 + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)
2 + ‖𝑓′‖𝐿2(0,𝑇;𝑉∗)

2 ),          ∀𝑛 ∈ ℕ. 

ე.ი. 𝑑 ∈ 𝑙2 და ამიტომ (2.7) მწკრივი თანაბრად კრებადი 𝑉 სივრცეში და თეორემა 2.1-ის 

დამტკიცებისას გამოყენებული მსჯელობით მივიღებთ, რომ ვექტორ-ფუნქცია 𝑢  წარმოად-

გენს (2.3), (2.4) არალოკალური ამოცანის ამონახსნს, ხოლო (2.6) შეფასება გამომდინარეობს 

უკანასკნელი უტოლობიდან.    □ 

 

 

2.3. აბსტრაქტული შრედინგერის ტიპის განტოლებისათვის არალოკალური 

ამოცანის აპროქსიმაცია კლასიკური ამოცანებით  

       

შრედინგერის განტოლებისათვის არალოკალური (2.3), (2.4) ამოცანის ამონახსნს 

არალოკალურ 𝐵 ოპერატორზე სათანადო პირობებში შეიძლება მივუახლოვდეთ 

კლასიკური ამოცანების ამონახსნებით.  
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განვიხილოთ აბსტრაქტული შრედინგერის განტოლებისათვის კლასიკური ამოცა-

ნების შემდეგი მიმდევრობა: საძიებელია ვექტორ-ფუნქცია 𝑤𝑛 ∈ 𝐶
0([0, 𝑇]; 𝑉) ისეთი, რომ  

 
𝑑

𝑑𝑡
(𝑤𝑛(. ), 𝑣)𝐻 + 𝑖𝛼(. )𝑎(𝑤𝑛(. ), 𝑣) = 〈𝑓(. ), 𝑣〉∗,        ∀𝑣 ∈ 𝑉,

           𝑤𝑛(0) = 𝐵𝑤𝑛−1 + 𝑢0,        𝑛 ≥ 1,
 (2.11) 

 სადაც 𝑤0 ≡ 0. ნებისმიერი 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉); 𝑉) ოპერატორისათვის და 𝑢0 ∈ 𝑉 გვექნება 

  𝑤𝑛(0) ∈ 𝑉, ამიტომ თუ 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉∗), მაშინ კლასიკურ (2.11) ამოცანას გააჩნია 

ერთადერთი ამონახსნი [24] ნებისმიერი 𝑛 ∈ ℕ-თვის. მომდევნო თეორემაში მოყვანილია 

პირობები 𝐵 ოპერატორზე, როდესაც (2.11) ამოცანების ამონახსნთა (𝑤𝑛)𝑛=1
∞  მიმდევრობა 

ახდენს არალოკალური (2.3), (2.4) ამოცანის ამონახსნის აპროქსიმაციას. 

თეორემა 2.3. ვთქვათ ოპერატორი 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉); 𝑉) აკმაყოფილებს პირობებს 𝑏𝑗𝑘 ≡ 0, 

როცა 𝑗 < 𝑘, 𝑘 = 2,3, . . ., და არსებობს დადებითი მუდმივი 𝛾 = const < 1 ისეთი, რომ   

‖𝐴𝑛𝐵̂𝑛(exp(−𝑖𝐴𝑛
2 ∫𝛼(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

))𝐴𝑛
−1‖

ℂ𝑛×𝑛

< 𝛾,          ∀𝑛 ∈ ℕ.                      (2.12) 

თუ 𝑢0 ∈ 𝑉, 𝑓, 𝑓
′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉∗), მაშინ არალოკალურ (2.3), (2.4) გააჩნია ერთადერთი 

ამონახსნი 𝑢 და (2.11) ამოცანების ამონახსნთა (𝑤𝑛)𝑛=1
∞  მიმდევრობა მიისწრაფის 𝑢-კენ 

𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉) სივრცეში. 

დამტკიცება. (2.12) პირობიდან გამომდინარეობს, რომ მატრიცა 𝐼 − 𝐵̂𝑛(exp(𝜁𝑛(𝑡))) 

შებრუნებადია და   

‖𝐴𝑛(𝐼 − 𝐵̂𝑛(exp(𝜁𝑛(𝑡))))
−1
𝐴𝑛
−1‖

ℂ𝑛×𝑛
<∑

∞

𝑘=0

𝛾𝑘 =
1

1 − 𝛾
,        ∀𝑛 ∈ ℕ, 

საიდანაც, თეორემა 2.2-ის ძალით, მიიღება (2.3), (2.4) ამოცანის ამონახსნის არსებობა და 

ერთადერთობა. 

ახლა ვაჩვენოთ (𝑤𝑛)𝑛=1
∞  მიმდევრობის კრებადობა არალოკალური ამოცანის 

ამონახსნისაკენ. განვიხილოთ Δ𝑛(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑤𝑛(𝑡) და შევნიშნოთ, რომ  

𝑑

𝑑𝑡
(Δ𝑛(. ), 𝑣)𝐻 + 𝑖𝛼(. )𝑎(Δ𝑛(. ), 𝑣) = 0,            ∀𝑣 ∈ 𝑉,                              (2.13) 

Δ𝑛(0) = 𝐵Δ𝑛−1,               𝑛 ≥ 1.                                                (2.14) 

(2.13), (2.14) ამოცანის ამონახსნი ჩავწეროთ შემდეგი სახით 

Δ𝑛(𝑡) = ∑

∞

𝑘=1

exp(𝜁𝑛(𝑡))𝛿𝑘
𝑛𝑣𝑘,       𝑛 ≥ 0, 

რომელიც თანაბრად კრებადია 𝑉 სივრცეში. (2.14) პირობის გათვალისწინებით მივიღებთ: 
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𝛿𝑗
𝑛 =∑

𝑗

𝑘=1

𝑏𝑗𝑘 (exp(𝜁𝑛(𝑡))) 𝛿𝑘
𝑛−1, 𝑗 ∈ ℕ,   𝑛 ≥ 1, 

საიდანაც, (2.12)-ის ძალით, გამომდინარეობს:   

‖𝐴𝑗𝛿𝑗
𝑛‖
ℂ𝑗
= ‖𝐴𝑗𝐵̂𝑗(exp (𝜁𝑗(𝑡))𝛿𝑗

𝑛−1‖
ℂ𝑗
= ‖𝐴𝑗𝐵̂𝑗

𝑛−1(exp (𝜁𝑛(𝑡))𝛿𝑗
1‖
ℂ𝑗                                          

 

≤ 𝛾𝑛−1‖𝐴𝑗𝛿𝑗
1‖
ℂ𝑗
≤ √𝑐𝑎

∗𝛾𝑛−1‖𝐵𝑢‖𝑉 ,          ∀𝑗 ∈ ℕ,    𝑛 ≥ 1,               (2.15) 

სადაც 𝛿𝑗
𝑛 = (𝛿𝑘

𝑛)𝑘=1
𝑗

. (2.15) უტოლობა საშუალებას იძლევა შევაფასოთ Δ𝑛(𝑡)-ს ნორმა  

‖Δ𝑛(𝑡)‖𝑉
2 ≤

1

𝑐̆𝑎
∗ 𝑎(Δ𝑛(𝑡), Δ𝑛(𝑡)) =

1

𝑐̆𝑎
∗∑

∞

𝑗=1

|𝜆𝑗|
2|𝛿𝑗

𝑛|2 =
1

𝑐̆𝑎
∗ lim𝑗→∞

‖𝐴𝑗𝛿𝑗
𝑛‖
ℂ𝑗

2
≤ 𝑐𝛾2(𝑛−1), 

სადაც 𝑛 ≥ 1, 𝑐 = const > 0 არ არის დამოკიდებული 𝑛 და 𝑡-ზე. მიღებული შეფასებიდან 

გამომდინარეობს, რომ lim
𝑛→∞

‖𝑢 − 𝑤𝑛‖𝐶0([0,𝑇];𝑉) = 0.     □ 

ჩვენს მიერ განხილული იტერაციული (2.11) ალგორითმი საშუალებას იძლევა 

გამოვიკვლიოთ არალოკალური (2.3), (2.4) ამოცანა იმ შემთხვევაშიც, როცა 𝐴 ოპერატორის 

სპექტრი არ აკმაყოფილებს თეორემა 2.1-2.3-ში მოთხოვნილ პირობებს და სრულდება 

მხოლოდ (2.1) პირობები. სამართლიანია შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 2.4. თუ 𝐴 ∈ ℒ(𝑉; 𝑉∗) ოპერატორი აკმაყოფილებს (2.1) პირობებს, 𝛼 ∈ 𝐶1([0, 𝑇]), 

𝛼(𝑡) ≥ 𝑐𝛼 = const > 0, ნებისმიერი 𝑡 ∈ [0, 𝑇], და 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉); 𝑉) ოპერატორის ნორმა 

შემოსაზღვრულია √𝑐̆𝑎
∗/𝑐𝑎

∗  მუდმივით, ე.ი. ‖𝐵‖ℒ < √𝑐̆𝑎
∗/𝑐𝑎

∗, მაშინ ნებისმიერი 𝑢0 ∈ 𝑉, 𝑓, 𝑓
′ ∈

𝐿2(0, 𝑇; 𝑉∗)-თვის დროით არალოკალურ (2.3), (2.4) ამოცანას გააჩნია ერთადერთი 

ამონახსნი. 

დამტკიცება. ჯერ ვაჩვენოთ ამონახნის ერთადერთობა. ვთქვათ 𝑢(𝑡) წარმოადგენს 

ერთგვაროვანი (2.3) განტოლების ამონახსნს და აკმაყოფილებს ერთგვაროვან 

არალოკალურ (2.4) პირობას. ერთგვაროვანი (2.3) განტოლებისათვის ენერგეტიკულ 

ტოლობას აქვს შემდეგი სახე [24]: 

𝛼(𝑡)𝑎(𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 𝛼(0)𝑎(𝑢(0), 𝑢(0)) + ∫𝛼′(𝜏)𝑎(𝑢(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏

𝑡

0

,      ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ  

𝛼(𝑡)𝑎(𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 𝛼(0)𝑎(𝑢(0), 𝑢(0))exp(∫
𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏)

𝑡

0

𝑑𝜏)    

= 𝛼(0)𝑎(𝑢(0), 𝑢(0))exp (ln(𝛼(𝑡)) − ln(𝛼(0))), 
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ე.ი. 𝑎(𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 𝑎(𝑢(0), 𝑢(0)), ყველა 𝑡 ∈ [0, 𝑇], და არალოკალური საწყისი (2.4) პირობის 

გათვალისწინებით გვექნება:   

 𝑐̆𝑎
∗‖𝑢(𝑡)‖𝑉

2 ≤ 𝑎(𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 𝑎(𝐵𝑢, 𝐵𝑢) ≤ 𝑐𝑎
∗‖𝐵‖ℒ

2‖𝑢‖𝐶0([0,𝑇];𝑉)
2 ,            ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

საიდანაც, თეორემის პირობის თანახმად მივიღებთ, რომ 𝑢 ≡ 0, ე.ი. (2.3), (2.4) ამოცანას 

შეიძლება გააჩნდეს არაუმეტეს ერთი ამონახსნისა. 

არალოკალური ამოცანის ამონახსნის არსებობის დასამტკიცებლად განვიხილოთ 

(2.11) ამოცანათა მიმდევრობა, რომლებსაც ყოველი 𝑛 ∈ ℕ-თვის გააჩნიათ ერთადერთი 

ამონახსნი (2.1) თვისებების მქონე ნებისმიერი 𝐴 ∈ ℒ(𝑉; 𝑉∗) ოპერატორისათვის, 𝛼 ∈

𝐶1([0, 𝑇]), 𝛼(𝑡) ≥ 𝑐𝛼 = const > 0, ნებისმიერი 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝐵 ∈ ℒ(𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉); 𝑉), 𝑢0 ∈ 𝑉 და 

𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝑉∗). შევნიშნოთ, რომ ვექტორ-ფუნქცია 𝜃𝑛(𝑡) = 𝑤𝑛(𝑡) − 𝑤𝑛−1(𝑡), 𝑛 ≥ 1, 

წარმოადგენს შემდეგი ამოცანის ამონახსნს 

𝑑

𝑑𝑡
(𝜃𝑛(. ), 𝑣)𝐻 + 𝑖𝛼(. )𝑎(𝜃𝑛(. ), 𝑣) = 0,          ∀𝑣 ∈ 𝑉,                               (2.16)  

𝜃𝑛(0) = 𝐵𝜃𝑛−1,                 𝑛 ≥ 2.                                           (2.17) 

ამონახსნის ერთადერთობისას დამტკიცების ანალოგიურად ენერგეტიკული ტოლობის 

გამოყენებით, (2.17) პირობიდან მივიღებთ  

 ‖𝜃𝑛(𝑡)‖𝑉
2 ≤

1

𝑐𝑎̆
∗ 𝑎(𝜃𝑛(𝑡), 𝜃𝑛(𝑡)) =

1

𝑐𝑎̆
∗ 𝑎(𝐵𝜃𝑛−1, 𝐵𝜃𝑛−1) ≤ 𝑐1 (

𝑐𝑎
∗

𝑐𝑎̆
∗ ‖𝐵‖ℒ

2)
𝑛−1
. 

ვიდაიდან ‖𝐵‖ℒ < √𝑐̆𝑎
∗/𝑐𝑎

∗ , ამიტომ 𝑤𝑛(𝑡) = ∑
𝑛
𝑘=1 𝜃𝑘(𝑡) მიმდევრობა კრებადია 𝑢(𝑡)-კენ 

𝐶0([0, 𝑇]; 𝑉) სივრცეში. აქედან გამომდინარე, (2.11)-ში ზღვარზე გადასვლით, როცა 𝑛 →

∞, მივიღებთ, რომ 𝑢(𝑡) წარმოადგენს (2.3), (2.4) არალოკალური ამოცანის ამონახსნს.  □ 

 

 

2.4. დროით არალოკალური ამოცანების გამოკვლევა შრედინგერის ტიპის 

განტოლებებისა და სისტემებისათვის  

 

ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ წინა პარაგრაფებში აბსტრაქტულ შრედინგერის 

ტიპის განტოლებისათვის მიღებული შედეგების გამოყენებას შრედინგერის ტიპის განტო-

ლებებისა და სისტემებისათვის დროით არალოკალური ამოცანების გამოსაკვლევად.   

ვთქვათ Ω ⊂ ℝ𝑝, 𝑝 ∈ ℕ, წარმოადგენს შემოსაზღვრულ  ლიპშიცის არეს  Γ საზღვრით 

[25]. 𝐻𝑟(Ω)-თი აღვნიშნოთ კომპლექსური მნიშვნელობების მქონე ფუნქციათა 𝑟 რიგის 

სობოლევის სივრცე 𝐿2(Ω) მიმართ, რომელიც შედგება კვადრატში ჯამებადი 

ფუნქციებისაგან, რომელთა ყველა 𝑟 რიგამდე განზოგადებული   კერძო წარმოებულები 
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ეკუთვნის  𝐿2(Ω)-ს. უსასრულოდ გლუვ Ω-ში კომპაქტური საყრდენის მქონე ფუნქციათა 

𝔇(Ω) სიმრავლის ჩაკეტვა 𝐻𝑟(Ω)-ში აღვნიშნოთ 𝐻0
𝑟(Ω) −თი, ხოლო 𝐻−𝑟(Ω)-ით კი  შესაბამის 

ანტიშეუღლებული სივრცე. 𝑁-კომპონენტიანი ვექტორ-ფუნქციების სიმრავლე აღვნიშნოთ 

ℌ0
𝑟(Ω) = (𝐻0

𝑟(Ω))𝑁, ℌ2(Ω) = (𝐿2(Ω))𝑁, ℌ−𝑟(Ω) = [𝐻−𝑟(Ω)]𝑁. 

განვიხილოთ მეორე რიგის ელიფსური ოპერატორი  

  

𝐴 ≡ −∑∑
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝐴𝑖𝑗(𝒙)

𝜕

𝜕𝑥𝑗
)

𝑝

𝑗=1

𝑝

𝑖=1

+ 𝐴0(𝒙),      𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑝) ∈ Ω, 

სადაც 𝐴𝑖𝑗(𝒙) წარმოადგენს 𝑁 რიგის კვადრატულ მატრიცს კომპლექსური ელემენტებით, 

რომელიც გადადის შეუღლებულში ქვედა ინდექსების გადანაცვლებისას. ვიგულისხმოთ, 

რომ მატრიცის ელემენტები ეკუთვნიან 𝐿∞(Ω) და თითქმის ყველა 𝒙 ∈ Ω-თვის სრულდება 

უტოლობები  

(∑∑𝐴𝑖𝑗(𝒙)𝑏⃗⃗𝑗

𝑝

𝑗=1

𝑝

𝑖=1

, 𝑏⃗⃗𝑖)

ℂ𝑁

≥ 𝑐∑‖𝑏⃗⃗𝑖‖ℂ𝑁
2

𝑝

𝑖=1

,   𝑐 = const > 0,     (𝐴0(𝒙)𝑏⃗⃗, 𝑏⃗⃗)ℂ𝑁 ≥ 0,     (2.23) 

 სადაც 𝑏⃗⃗𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑝), 𝑏⃗⃗  ნებისმიერი 𝑁-კომპონენტიანი ვექტორებია კომპლექსური 

ელემენებით.  

 შევნიშნოთ, რომ 𝐴 ოპერატორის განმარტებაში კერძო წარმოებულების ქვეშ 

იგულისხმება განზოგადებული წარმოებულები შესაბამისი ცვლადების მიხედვით. 

შევნიშნოთ, რომ 𝐿2(Ω) სივრცის 𝑗 რიგის (𝑗 = 1, 𝑟) კერძო წარმოებული ეკუთვნის 𝐻−𝑗(Ω). 

რადგან 𝐿2(Ω)-ს ფუნქციის გამრავლება 𝐿∞(Ω)-ს ფუნქციაზე ტოვებს მას იმავე სივრცეში, 

ამიტომ ნებისმიერი 𝑣 ∈ ℌ0
1(Ω) ვექტორ-ფუნქციისათვის 𝐴𝑣 ∈ ℌ−1(Ω) და 𝐴 წარმოადგენს 

წრფივ უწყვეტ ოპერატორს ℌ0
1(Ω)-დან ℌ−1(Ω)-ში, რომელიც აკმაყოფილებს 

თვითშეუღლებულობის, და (2.23) თანახმად და პუანკარეს უტოლობის [26] ძალით 𝑉-

კოერციტიულობის პირობებს: 

〈𝐴𝑣,𝑤〉∗ = 〈𝐴𝑤, 𝑣〉∗,        〈𝐴𝑣, 𝑣〉∗ ≥ 𝑐 ∥ 𝑣 ∥ℌ1(Ω)
2 ,        ∀𝑣, 𝑤 ∈ ℌ0

1(Ω),               (2.24) 

 სადაც 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 〈. , . 〉∗ − ანტიშეუღლების მიმართებაა ℌ−1(Ω) და ℌ0
1(Ω) სივრცეებს 

შორის. ჰილბერტის სივრციდან მის შეუღლებულში თვითშეუღლებული 𝑉-კოერციტიული 

ოპერატორებისათვის ზოგადი თეორემის [25] გამოყენებით (2.24) პირობებიდან ℌ0
1(Ω)  

სივრცის 𝔏2(Ω)-ში უწყვეტი ჩადგმის კომპაქტურობის ძალით არსებობს 𝐴:ℌ0
1(Ω) → ℌ−1(Ω)  

ოპერატორის საკუთრივ ფუნქციათა {𝑣𝑛}𝑛=1
∞  სისტემა საკუთრივი მნიშვნელობებით 
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{|𝜆𝑛|
2}𝑛=1
∞ , რომელიც ორთონორმირებულია 𝔏2(Ω)-ში, სრულია ℌ0

1(Ω)-ში და |𝜆𝑛|
2 → ∞, 

როცა 𝑛 → ∞. 

განვიხილოთ დროით არალოკალური ამოცანა შრედინგერის ტიპის სისტემისათვის  

    
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑖𝛼(𝑡)𝐴𝑢 = 𝑓,          (𝒙, 𝑡) ∈ Ω × (0, 𝑇),                                   (2.25) 

არალოკალური საწყისი და ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობებით  

  

𝑢(𝑥, 0) =∑

𝑚

𝑗=1

𝜉𝑗𝑢(𝒙, 𝑇𝑗) + ∫

𝑇

0

𝜌(𝜏)𝑢(𝒙, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑢0(𝒙),        𝒙 ∈ Ω,                    (2.26) 

𝑢(𝒙, 𝑡) = 0,                (𝒙, 𝑡) ∈ 𝛤 × (0, 𝑇),                                              (2.27) 

სადაც 𝜉𝑗 ≠ 0, 𝜉𝑗 ∈ ℂ, 0 < 𝑇𝑗 ≤ 𝑇 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝛼 ∈ 𝐶1([0, 𝑇]), 𝛼(𝑡) ≥ 𝑐𝛼 = const > 0, 

ნებისმიერი 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝜌 ∈ 𝐿1(0, 𝑇). Ω × (0, 𝑇)-ზე განსაზღვრული ვექტორ-ფუნქციები 

გავაიგივოთ (0, 𝑇)-ში მოცემულ ვექტორ-ფუნქციებთან მნიშვნელობებით Ω-ზე განსაზ-

ღვრულ შესაბამის ფუნქციონალურ სივცეებში. ამიტომ (2.25)-(2.27) ამოცანა შეიძლება 

ჩამოვაყალიბოთ, როგორც 𝐶0([0, 𝑇]; ℌ0
1(Ω)) სივრცის ისეთი 𝑢 ვექტორ-ფუნქციის პოვნის 

ამოცანა, რომელიც აკმაყოფილებს (2.25) განტოლებას ℌ−1(Ω)-ში მნიშვნელობების მქონე 

(0, 𝑇)-ში განსაზღვრულ განაწილებათა 𝔇′((0, 𝑇); ℌ−1(𝛺)) სივრცის აზრით, სადაც 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 კერძო 

წარმოებულის ქვეშ იგულისხმება განზოგადებული წარმოებული 𝑢′ =
𝑑𝑢

𝑑𝑡
∈

𝔇′ ((0, 𝑇); ℌ0
1(𝛺)). 𝑢 ვექტორ-ფუნქციამ უნდა დააკმაყოფილოს საწყისი (2.26) პირობა ℌ0

1(Ω) 

სივრცეში, ხოლო სასაზღვრო (2.27) პირობის შესრულება უზრუნველყოფილია ℌ0
1(Ω) 

სივრცის შერჩევით, რადგან ℌ0
1(Ω)-ს ვექტორ-ფუნქციის კვალი Ω-ს საზღვარზე ნულის 

ტოლია. აქედან გამომდინარე, (2.25)-(2.27) არალოკალური ამოცანა წარმოადგენს (2.3), (2.4) 

არალოკალური ამოცანის კერძო  შემთხვევას და თეორემა 2.2-ის გამოყენებით მიიღება 

შემდეგი თეორემა. 

თეორემა 2.5. თუ არსებობს დადებითი მუდმივი 𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ისეთი, რომ ნებისმიერი 𝑛 ∈

ℕ-თვის, 

|1 −∑

𝑚

𝑗=1

𝜉𝑗exp(−𝑖|𝜆𝑛|
2∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗

0

𝑑𝑠) −∫

𝑇

0

𝜌(𝜏)exp(−𝑖|𝜆𝑛|
2∫𝛼(𝑠)

𝜏

0

𝑑𝑠)𝑑𝜏| > 𝛾,     (2.28) 

და 𝑢0 ∈ ℌ0
1(Ω), 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; ℌ−1(Ω)), მაშინ დროით არალოკალურ (2.25)-(2.27) ამოცანას 

გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი 𝑢 ∈ 𝐶0 ([0, 𝑇]; ℌ0
1(Ω)) და სამართლიანია შეფასება  
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‖𝑢‖𝐶0([0,𝑇];ℌ01(Ω)) ≤ 𝑐 (‖𝑢0‖ℌ01(Ω) + ‖𝑓‖𝐿2(0,𝑇;ℌ−1(Ω)) + ‖𝑓
′‖
𝐿2(0,𝑇;ℌ−1(Ω))

).        (2.29) 

ამასთან, (2.25)-(2.27) ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობისათვის აუცილებელი და 

საკმარისია, რომ (2.28) პირობა შესრულდეს როცა 𝛾 ≥ 0. 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ (2.25)-(2.27) ამოცანის ნებისმიერი ამონახსნი წარმოადგენს 

(2.25) სისტემისათვის საწყის-სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნს 𝑢(0) = 𝑢̃0 ∈ ℌ0
1(Ω) საწყისი 

და (2.27) სასაზღვრო პირობებით, სადაც 𝑢̃0 (2.26) პირობის მარჯვენა მხარეში მდგომი 

გამოსახულების ტოლია. აღნიშნულ კლასიკურ ამოცანას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი, 

რომელიც შეიძლება წარმოვადგინოთ მწკრივის სახით   

𝑢(𝑡) = ∑

∞

𝑛=1

𝑢𝑛(𝑡)𝑣𝑛,      𝑢𝑛(𝑡) = exp(𝜁𝑛(𝑡))𝑑𝑛 + 𝜂𝑛(𝑡),   ∀𝑛 ∈ ℕ,            (2.30) 

სადაც 

𝜁𝑛(𝑡) = −𝑖|𝜆𝑛|
2∫𝛼(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠,   𝜂𝑛(𝑡) = ∫exp(𝜁𝑛(𝑡) − 𝜁𝑛(𝜏)) 𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

,       ∀𝑛 ∈ ℕ, 

𝑓𝑛(𝑡) = 〈𝑓(𝑡), 𝑣𝑛〉∗, ნებისმიერი 𝑛 ∈ ℕ-თვის, 𝑑𝑛 = (𝑢̃0, 𝑣𝑛)𝔏2(Ω), 𝑛 ≥ 1. 𝑢̃0-ს ნაცვლად 

შესაბამისი გამოსახულების ჩასმით მივიღებთ განტოლებას 𝑑𝑛-სთვის  

𝑑𝑛 =∑

𝑚

𝑗=1

𝜉𝑗 (exp (𝜁𝑛(𝑇𝑗))𝑑𝑛 + 𝜂𝑛(𝑇𝑗)) + ∫

𝑇

0

𝜌(𝜏) (exp(𝜁𝑛(𝜏))𝑑𝑛 + 𝜂𝑛(𝜏)) 𝑑𝜏 + 𝑢0𝑛,    (2.31) 

 𝑢0𝑛 = (𝑢0, 𝑣𝑛)𝔏2(Ω), 𝑛 ∈ ℕ, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ არალოკალურ ამოცანას გააჩნია 

არაუმეტეს ერთი ამონახსნისა, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 𝛾 ≥ 0. 

(2.26) არალოკალური პირობის შემთხვევაში 𝐼 − 𝐵̂𝑛 (exp (−𝑖𝐴𝑛
2 ∫ 𝛼(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0
)) მატრიცი 

არის დიაგონალური, რომელიც დიაგონალზე მდგომი ელემენტებია  

1 −∑

𝑚

𝑗=1

𝜉𝑗exp(−𝑖|𝜆𝑛|
2𝑇𝑗) − ∫

𝑇

0

𝜌(𝜏)exp(−𝑖|𝜆𝑛|
2𝜏)𝑑𝜏 

და ამიტომ იმ შემთხვევაში, როცა (2.28) პირობა სრულდება, როცა 𝛾 > 0, შესრულდება 

(2.10) პირობა. აქედან გამომდინარე, თეორემა 2.1-ის ძალით (2.25)-(2.27) არალოკალურ 

ამოცანას გააჩნია ერთადერთი ამონასნი.  □   

დამტკიცებული თეორემის გამოყენებით შეიძლება მივიღოთ საკმარისი პირობები 

𝛼𝑗 და 𝜌 კოეფიციენტებზე, რომელთათვისაც (2.25)-(2.27) ამოცანას გააჩნია ერთადერთი 

ამონახსნი. კერძოდ, თეორემა 2.5-დან გამომდინარეობს შემდეგი დებულების სამართ-

ლიანობა. 
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შედეგი 2.1. თუ 𝑢0 ∈ ℌ0
1(Ω), 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; ℌ−1(Ω)) და 𝜉𝑗 (𝑗 = 1,… ,𝑚), 𝜌 აკმაყოფილებენ 

პირობას 

1 −∑

𝑚

𝑗=1

|𝜉𝑗| > ∫

𝑇

0

|𝜌(𝜏)|𝑑𝜏, 

მაშინ არალოკალურ (2.25)-(2.27) ამოცანას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. 

             იმისათვის, რომ გამოვიკვლიოთ შრედინგერის ტიპის განტოლებებისა და სისტემე-

ბისათვის არალოკალური ამოცანების ზოგიერთი თავისებურება განვიხილოთ (2.25)-(2.27) 

ამოცანა, როცა 𝜌 ≡ 0. შედეგი 2.1-ის თანახმად, თუ ∑𝑚𝑗=1 |𝜉𝑗| < 1, მაშინ არალოკალურ 

ამოცანას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. ∑𝑚𝑗=1 |𝜉𝑗| = 1 შემთხვევაში თეორემა 2.5-დან 

გამომდინარეობს, რომ (2.25)-(2.27) ამოცანას შეიძლება ჰქონდეს მხოლოდ ერთი 

ამონახსნი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა 

𝜑𝜉𝑗 ≠ |𝜆𝑛|
2∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗

0

𝑑𝑠 + 2𝜋𝑞,    ერთი მაინც  𝑗 −თვის, 𝑗 = 1,… ,𝑚,     ∀𝑞 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℕ, 

სადაც 𝜑𝜉𝑗 აღნიშნულია 𝜉𝑗 კომპლექსური რიცხვის არგუმენტი. 𝜑𝜉𝑗 , 𝑇𝑗-ზე დამატებით 

პირობებში სამართლიანია ამონახნის არსებობის შემდეგი თეორემა, რომელშიც Int𝑦-ით 

აღვნიშნავთ 𝑦 ნამდვილი რიცხვის მთელ ნაწილს.  

თეორემა 2.6. ვთქვათ 𝜌 ≡ 0, ∑𝑚𝑗=1 |𝜉𝑗| = 1 და ზოგიერთი 𝑗 ∈ 𝐽 ⊂ {1, . . . , 𝑚}-თვის არსებობენ 

დადებითი მუდმივები 𝑐̂𝑗 > 0 და არაუარყოფითი მთელი რიცხვები 𝑠̂𝑗 ∈ ℕ ∪ {0} ისეთი, რომ 

|𝜑𝜉𝑗 − |𝜆𝑛|
2∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗

0

𝑑𝑠 − 2𝜋𝑞| ≥
𝑐̂𝑗

|𝜆𝑛|
𝑠̂𝑗
,               ∀𝑛 ∈ ℕ,   𝑞 ∈ ℤ.                (2.32) 

თუ 𝑢0 ∈ ℌ0
1(Ω) ∩ ℌ𝑠̂+1(Ω), 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2 (0, 𝑇; ℌ(𝑠̂−1)𝑟(Ω)) , 𝑠̂ = 𝑠̂𝑗0min{2,𝑚}, 𝑠̂𝑗0 = min𝑗∈𝐽

{𝑠̂𝑗}, და 

𝐴𝑢0,..., 𝐴
Int(

𝑠̂

2
)
𝑢0 ∈ ℌ0

1(Ω), 𝑓, 𝐴𝑓,… , 𝐴
Int(

𝑠̂

2
)−1
𝑓, 𝑓′, 𝐴𝑓′, … , 𝐴

Int(
𝑠̂

2
)−1
𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; ℌ0

1(Ω)), როცა 𝑠̂ ≥

2, მაშინ დროით არალოკალურ (2.25)-(2.27) ამოცანას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი და 

სამართლიანია შეფასება  

‖𝑢‖𝐶0([0,𝑇];ℌ01(Ω)) ≤ 𝑐 (‖𝑢0‖ℌ𝑠̂+1(Ω) + ‖𝑓‖ℌ𝑠̂−1(Ω) + ‖𝑓
′‖
ℌ𝑠̂−1(Ω)).                    (2.33) 

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ ნებისმიერი 𝑛 ∈ ℕ-თვის სამართლიანია შემდეგი უტოლობა  

|1 −∑

𝑚

𝑗=1

𝜉𝑗exp(−𝑖|𝜆𝑛|
2∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗

0

𝑑𝑠)| = |∑

𝑚

𝑗=1

|𝜉𝑗| (1 − exp(𝑖𝜑̃𝜉𝑗))| = 
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= |∑

𝑚

𝑗=1

2|𝛼𝑗|sin (
𝜑̃𝜉𝑗
2
)(sin(

𝜑̃𝜉𝑗
2
) − 𝑖cos (

𝜑̃𝜉𝑗
2
))| ≥ 2 max

1≤𝑗≤𝑚
|𝜉𝑗| |sin (

𝜑̃𝜉𝑗
2
)|

min{2,𝑚}

,   (2.34) 

𝜑̃𝜉𝑗 = 𝜑𝜉𝑗 − |𝜆𝑛|
2 ∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗
0

𝑑𝑠, 𝑗 = 1,… ,𝑚, საიდანაც, (2.32)-ის და თეორემა 2.5-ის ძალით 

ვღებულობთ, რომ (2.25) − (2.27) არალოკალური ამოცანას გააჩნია არაუმეტეს ერთი ამო-

ნახსნისა. ამასთან, თუ 𝑠̂𝑗0 = 0, მაშინ სრულდება (2.28) პირობა და ამიტომ დასამტკიცებელი 

დებულება გამომდინარეობს თეორემა 2.5-დან. 

ახლა განვიხილოთ ის შემთხვევა როცა 𝑠̂𝑗0 ∈ ℕ. არალოკალური ამოცანის ამონახსნი 

ვეძებოთ (2.30) მწკრივის სახით, სადაც 𝑑𝑛 კოეფიციენტები განისაზღვრება (2.31) განტო-

ლებებიდან. აღვნიშნოთ 𝜘(𝑦) = min{2𝑦𝜋−1, 2 − 2𝑦𝜋−1}, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋. შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ  

 |sin(𝑡)| = |sin(𝑡 − 𝜋Int(𝑡𝜋−1))| ≥ 𝜘(𝑡 − 𝜋Int(𝑡𝜋−1)),           𝑡 ∈ ℝ, 

საიდანაც, (2.33)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ |sin(
𝜑𝜉𝑗0

−|𝜆𝑛|
2 ∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗0
0

𝑑𝑠

2
)| ≥

𝑐̂𝑗0

𝜋|𝜆𝑛|
𝑠̂𝑗0
, 

ნებისმიერი 𝑛 ∈ ℕ. აქედან გამომდინარე, 𝑑𝑛-თვის სამართლიანია შემდეგი შეფასება:  

|𝑑𝑛| ≤ 𝑐1|𝜆𝑛|
𝑠̂ ( max
1≤𝑗≤𝑚

|𝜂𝑛(𝑇𝑗)| + |𝑢0𝑛|),            ∀𝑛 ∈ ℕ. 

𝑢0 და 𝑓-ზე დამატებითი პირობების ძალით მივიღებთ:  

|𝑢0𝑛| =
1

|𝜆𝑛|
2 |(𝐴𝑢0, 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)| =. . . =

1

|𝜆𝑛|
𝑠̂+1
|(𝐴

𝑠̂+1
2 𝑢0, 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)|,    

    
|𝜂𝑛(𝑇𝑗)| =

1

|𝜆𝑛|
𝑠̂−1
|∫

𝑇𝑗

0

exp(𝑖|𝜆𝑛|
2∫𝛼(𝑠)

𝜏

0

𝑑𝑠)(𝐴
𝑠̂−1
2 𝑓(𝜏), 𝑣𝑛)

𝔏2(Ω)
𝑑𝜏|

≤
1

|𝜆𝑛|
𝑠̂+1
(
|(𝐴

𝑠̂−1
2 𝑓(𝑇𝑗), 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)|

𝛼(𝑇𝑗)
+
|(𝐴

𝑠̂−1
2 𝑓(0), 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)|

𝛼(0)

+ ∫

𝑇𝑗

0

|(𝐴
𝑠̂−1
2 𝑓′(𝜏), 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)|

𝛼(𝜏)
𝑑𝜏 +∫

𝑇𝑗

0

|(𝐴
𝑠̂−1
2 𝑓′(𝜏), 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)| |𝛼

′(𝜏)|

𝛼2(𝜏)
𝑑𝜏), 

როცა 𝑠̂ ∈ ℕ კენტია;  

|𝑢0𝑛| =
1

|𝜆𝑛|
2 |(𝐴𝑢0, 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)| =. . . =

1

|𝜆𝑛|
𝑠̂
|(𝐴

𝑠̂
2𝑢0, 𝑣𝑛)

𝔏2(Ω)
|, 
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|𝜂𝑛(𝑇𝑗)| =
1

|𝜆𝑛|
2 |∫

𝑇𝑗

0

exp(𝑖|𝜆𝑛|
2∫𝛼(𝑠)

𝜏

0

𝑑𝑠) (𝐴𝑓(𝜏), 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)𝑑𝜏| =. . .

                 =
1

|𝜆𝑛|
𝑠̂
|∫

𝑇𝑗

0

exp(𝑖|𝜆𝑛|
2∫𝛼(𝑠)

𝜏

0

𝑑𝑠) 〈𝐴
𝑠̂
2𝑓(𝜏), 𝑣𝑛〉∗𝑑𝜏| ,

 

როცა 𝑠̂ ∈ ℕ ლუწია. ვინაიდან ნებისმიერი 𝑤 ვექტორ-ფუნქციისათვის 𝔏2(Ω)-დან,  

∑∞𝑛=1 |(𝑤, 𝑣𝑛)𝔏2(Ω)|
2 = ‖𝑤‖ℒ2(Ω)

2 , ამიტომ კენტი 𝑠̂ ∈ ℕ-თვის,  

∑

∞

𝑛=1

|𝜆𝑛|
2|𝑑𝑛|

2 ≤ 𝑐2∑

∞

𝑛=1

|𝜆𝑛|
2(𝑠̂+1) ( max

1≤𝑗≤𝑚
|𝜂𝑛(𝑇𝑗)|

2 + |𝑢0𝑛|
2)     

≤ 𝑐3 (‖𝐴
𝑠̂+1
2 𝑢0‖

𝔏2(Ω)

2

+ max
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝐴
𝑠̂−1
2 𝑓(𝑡)‖

𝔏2(Ω)

2

+∫

𝑇

0

‖𝐴
𝑠̂−1
2 𝑓′(𝜏)‖

𝔏2(Ω)

2

𝑑𝜏),       (2.35) 

ხოლო ლუწი 𝑠̂ ∈ ℕ-თვის თეორემის პირობის თანახმად 𝐴
𝑠̂

2𝑢0 ∈ ℌ0
1(Ω), 𝐴

𝑠̂

2𝑓, 𝐴
𝑠̂

2𝑓′ ∈

𝐿2(0, 𝑇; ℌ−1(Ω)) და აქედან გამომდინარე   

∑

∞

𝑛=1

|𝜆𝑛|
2|𝑑𝑛|

2 ≤ 𝑐4 (∥ 𝐴
𝑠̂
2𝑢0 ∥ℌ01(Ω)

2 + ‖𝐴
𝑠̂
2𝑓‖

𝐿2(0,𝑇;ℌ−1(Ω))

2

+ ‖𝐴
𝑠̂
2𝑓‖

𝐿2(0,𝑇;ℌ−1(Ω))

2

).    (2.36) 

ჩადგმის თეორემის თანახმად 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; ℌ𝑠̂−1(Ω))-დან გვექნება, რომ 𝑓 ∈

𝐶0([0, 𝑇]; ℌ𝑠̂−1(Ω)), ამიტომ (2.35), (2.36) შეფასებებიდან გამომდინარეობს (2.30) მწკრივის 

თანაბრად კრებადობა, (2.33) შეფასების სამართლიანობა და თეორემა 2.5-ის მსჯელობის 

გამეორებით მივიღებთ, რომ 𝑢 წარმოადგენს არალოკალური ამოცანის ამონახსნს. □ 

განვიხილოთ (2.25)-(2.27) ამოცანა, როცა Ω წარმოადგენს ერთგანზომილებიან არეს  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑖𝛼(𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑓(𝑥, 𝑡),                (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 𝑙) × (0, 𝑇),                   (2.37) 

 ერთგვაროვანი სასაზღვრო და არალოკალური საწყისი პირობებით 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,                             𝑡 ∈ (0, 𝑇),                                 (2.38)  

𝑢(𝑥, 0) =∑

𝑚

𝑗=1

𝜉𝑗𝑢(𝑥, 𝑇𝑗) + 𝑢0(𝑥),                 𝑥 ∈ (0, 𝑙),                                   (2.39) 

 სადაც 𝜉𝑗 ≠ 0 − მოცემული კომპლექსური რიცხვებია, 0 < 𝑇𝑗 ≤ 𝑇 (𝑗 = 1,… ,𝑚), 𝑢0 ∈ 𝐻0
1(Ω), 

𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝐻−1(Ω)) − მოცემული ფუნქციებია, 𝑢 − საძიებელი ფუნქციაა 

𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻0
1(Ω)) სივრციდან. თუ ∑𝑚𝑗=1 |𝜉𝑗| < 1, მაშინ არალოკალურ ამოცანას გააჩნია 

ერთადერთი ამონახსნი, ხოლო ნამდვილი {𝜉𝑗}𝑗=1
𝑚 -თვის, როცა ∑𝑚𝑗=1 |𝜉𝑗| = 1, ამოცანას 

ექნება არაუმეტეს ერთი ამონახსნისა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ერთი მაინც {𝑇𝑗}𝑗=1
𝑚  

წერტილისათვის 
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𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗

0

𝑑𝑠 ≠
𝑞

𝑘
,   როცა   𝜉𝑗 > 0,            

𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗

0

𝑑𝑠 ≠
2𝑞 − 1

𝑛2
,   როცა   𝜉𝑗 < 0, 

ნებისმიერი 𝑘, 𝑛, 𝑞 ∈ ℕ. შევნიშნოთ, რომ მოყვანილი პირობის შესრულება არ არის 

საკმარისი არალოკალური ამოცანის ამონახსნის არსებობისათვის მოცემული 𝑢0 და 

𝑓 ფუნქციების ანალიზურობის შემთხვევაშიც. მართლაც, ვთქვათ 𝑚 = 1, 𝜉1 = 1 და 𝑓 ≡ 0. 

არალოკალური (2.37)-(2.39) ამოცანის ამონახსნი შეიძლება ჩაიწეროს (2.30) მწკრივის 

სახით, სადაც 

𝑑𝑛 = 𝑢0𝑛(1 − exp(−𝑖|𝜆𝑛|
2∫ 𝛼(𝑠)

𝑇1

0

𝑑𝑠))

−1

,       ∀𝑛 ∈ ℕ. 

ვიდაიდან ყოველი 𝑡-თვის მწკრივი (2.30) კრებადია 𝐻0
1(Ω) სივრცეში, ამიტომ 

𝜋𝑛|𝑢0𝑛| |sin(
𝜋2𝑛2

2𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)

𝑇1

0

𝑑𝑠)|

−1

→ 0,     როცა   𝑛 → ∞. 

ვთქვათ 𝑢0 წარმოადგენს ანალიზურ ფუნქციას, რომელსაც აქვს სახე 

𝑢0(𝑥) = ∑

∞

𝑛=1

1

2𝑛
sin (

𝜋𝑛

𝑙
𝑥) 

და ნამდვილი რიცხვი 
𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)
𝑇1
0

𝑑𝑠 უდრის 2∑∞𝑗=1 (𝑛𝑗)
−2, სადაც 𝑛𝑗 = 2

𝑛𝑗−1 , 𝑛0 = 1, 𝑗 ∈ ℕ. 

შევნიშნოთ, რომ 𝑢0𝑛 = ∫
𝑙

0
𝑢0(𝑥)sin(

𝜋𝑛

𝑙
𝑥)𝑑𝑥 =

𝑙

2𝑛+1
  და ნებისმიერი 𝑞 ∈ ℕ-თვის,   

|sin(
𝜋2𝑛𝑞

2

2𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)

𝑇1

0

𝑑𝑠)| = |sin(𝜋𝑛𝑞
2 ∑

∞

𝑗=𝑞+1

1

𝑛𝑗
2)| < 𝜋𝑛𝑞

2 ∑

∞

𝑗=𝑞+1

1

𝑛𝑗
2 <

2𝜋𝑛𝑞
2

𝑛𝑞+1
2 . 

აქედან გამომდინარე, 

𝜋𝑛𝑞 |𝑢0𝑛𝑞| |sin(
𝜋2𝑛𝑞

2

2𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)

𝑇1

0

𝑑𝑠)|

−1

>
2𝑛𝑞−2𝑙

𝑛𝑞
→ ∞,      როცა  𝑞 → ∞, 

და ამიტომ აღნიშნული 
𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)
𝑇1
0

𝑑𝑠-თვის (2.37)-(2.39) ამოცანას არ გააჩნია ამონახსნი 

𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻0
1(Ω)) სივრცეში.  

 იმისათვის, რომ დროით არალოკალური ამოცანა იყოს ამოხსნადი აუცილებელია 

𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)
𝑇1
0

𝑑𝑠 რიცხვის რაციონალური რიცხვებით აპროქსიმაციის რიგზე გარკვეული 

შეზღუდვების მოთხოვნა. თეორემა 2.6-დან, როცა 𝑠̂ = 0,1, მიიღება (2.37)-(2.39) ამოცანის 

ამოხსნადობის პირობები. 
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თეორემა   2.7. თუ 𝑚 = 1, 𝜉1 ∈ ℝ, |𝜉1| = 1 და არსებობს დადებითი მუდმივი 𝑐 > 0 ისეთი, 

რომ  

|
𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)

𝑇1

0

𝑑𝑠 −
𝑞

𝑛
| ≥

𝑐

𝑛2
,                  ∀𝑛, 𝑞 ∈ ℕ,                                     (2.40) 

მაშინ ყოველი 𝑢0 ∈ 𝐻0
1(Ω), 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝐻−1(Ω)) არაკლასიკურ ამოცანას შრედინგერის 

განტოლებისათვის არალოკალური საწყისი (2.40) და ერთგვაროვანი სასაზღვრო 

პირობებით გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. 

თეორემა   2.8. თუ 𝑚 = 1, 𝜉1 ∈ ℝ, |𝜉1| = 1 და რომელიმე 0 < 𝜀 < 1 არსებობს დადებითი 

მუდმივი 𝑐(𝜀) > 0 ისეთი, რომ  

|
𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)

𝑇1

0

𝑑𝑠 −
𝑞

𝑛
| ≥

𝑐(𝜀)

𝑛2+𝜀
,             ∀𝑛, 𝑞 ∈ ℕ,                             (2.41) 

მაშინ ყოველი 𝑢0 ∈ 𝐻
2(Ω) ∩ 𝐻0

1(Ω), 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇; 𝐿2(Ω)) დროით არალოკალურ (2.37)-

(2.39) ამოცანას გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. 

შევნიშნოთ, რომ 
𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)
𝑇1
0

𝑑𝑠 რიცხვების სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ 

(2.40) პირობას მოიცავს ყველა მეორე ხარისხის ირაციონალურ ალგებრულ რიცხვს, ხოლო 

ირაციონალური რიცხვების რაციონალურებით მიახლოების შესახებ ლიუვილის 

თეორემის განზოგადების თანახმად [28], ნებისმიერი ალგებრული 
𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)
𝑇1
0

𝑑𝑠 რიცხვი 

აკმაყოფილებს (2.41) უტოლობას. 

ანალოგიური შედეგები სამართლიანია მრავალგანზომილებიანი შრედინგერის 

განტოლების შემთხვევაშიც  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑖∑

𝑝

𝑗=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑗
2 = 𝑓,               (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × (0, 𝑇),                        (2.42) 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,                        (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕Ω × (0, 𝑇),                     (2.43) 

𝑢(𝑥, 0) =∑

𝑚

𝑗=1

𝜉𝑗𝑢(𝑥, 𝑇𝑗) + 𝑢0(𝑥),               𝑥 ∈ Ω,                                       (2.44) 

 სადაც Ω = (0, 𝑙1) ×. . .× (0, 𝑙𝑝), 𝛼 ∈ 𝐶
1([0, 𝑇]), 𝛼(𝑡) ≥ 𝑐𝛼 = const > 0, ნებისმიერი 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

𝜉𝑗 ≠ 0 − მოცემული კომპლექსური რიცხვებია, 0 < 𝑇𝑗 ≤ 𝑇 (𝑗 = 1,… ,𝑚), 𝑢0 ∈ 𝐻0
1(Ω), 𝑓, 𝑓′ ∈

𝐿2(0, 𝑇; 𝐻−1(Ω)) − მოცემული ფუნქციებია, ხოლო 𝑢 − საძიებელი ფუნქციაა 

𝐶0([0, 𝑇]; 𝐻0
1(Ω)) სივრციდან. შედეგი 2.1-ის თანახმად (2.42)-(2.44) ამოცანის ამონახსნი 

არსებობს და ერთადერთია, თუ ∑𝑚𝑗=1 |𝜉𝑗| < 1. ნამდვილი {𝜉}𝑗=1
𝑚 -ის შემთხვევაში, როცა 
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∑𝑚𝑗=1 |𝜉𝑗| = 1, არალოკალურ ამოცანას გააჩნია არაუმეტეს ერთი ამონახსნისა, თუ რომელიმე 

𝑇𝑗-თვის,  

𝜋 ((
𝑛1
𝑙1
)
2

+ (
𝑛2
𝑙2
)
2

+. . . +(
𝑛𝑝
𝑙𝑝
)

2

)∫ 𝛼(𝑠)

𝑇𝑗

0

𝑑𝑠 

არ წარმოადგენს მთელ რიცხვს ნებისმიერი 𝑛1, . . . , 𝑛𝑝 ∈ ℕ. თუ ვიგულისხმებთ, რომ 𝑚 = 1, 

|𝜉1| = 1, 𝑙1 =. . . = 𝑙𝑝 = 𝑙, თეორემა 2.6-დან, როცა 𝑠̂ = 2,3, მივიღებთ არსებობის შედეგებს 

𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)
𝑇1
0

𝑑𝑠 რიცხვის ალგებრული თვისებების გათვალისწინებით. 

თეორემა 2.9. თუ 𝑚 = 1, 𝜉1 ∈ ℝ, |𝜉1| = 1, 𝑙𝑗 = 𝑙, 𝑗 = 1,… , 𝑝, 
𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)
𝑇1
0

𝑑𝑠 რიცხვი 

აკმაყოფილებს (2.40) პირობას და 𝑢0 ∈ 𝐻
3(Ω) ∩ 𝐻0

1(Ω), ∑
𝑝
𝑗=1 𝜕

2𝑢0/𝜕𝑥𝑗
2 ∈ 𝐻0

1(Ω), 𝑓, 𝑓′ ∈

𝐿2(0, 𝑇; 𝐻0
1(Ω)), მაშინ დროით არალოკალურ (2.42)-(2.44) ამოცანას მრავალგანზომი-

ლებიანი შრედინგერის განტოლებისათვის გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. 

თეორემა 2.10. თუ 𝑚 = 1, 𝜉1 ∈ ℝ, |𝜉1| = 1, 𝑙𝑗 = 𝑙, 𝑗 = 1,… , 𝑝, 
𝜋

𝑙2
∫ 𝛼(𝑠)
𝑇1
0

𝑑𝑠 რიცხვი 

აკმაყოფილებს (2.41) პირობას და 𝑢0 ∈ 𝐻
4(Ω) ∩ 𝐻0

1(Ω), ∑
𝑝
𝑗=1 𝜕

2𝑢0/𝜕𝑥𝑗
2 ∈ 𝐻0

1(Ω), 𝑓, 𝑓′ ∈

𝐿2(0, 𝑇; 𝐻2(Ω) ∩ 𝐻0
1(Ω)), მაშინ არაკლასიკურ ამოცანას მრავალგანზომილებიანი შრედინ-

გერის (2.42) განტოლებისათვის ერთგვაროვანი სასაზღვრო (2.43) და არალოკალური 

საწყისი (2.44) პირობებით გააჩნია ერთადერთი ამონახსნი. 
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დასკვნა 

 

          ნაშრომში განხილულია არალოკალური ამოცანები პირველი რიგის ევოლუციური და 

შრედინგერის ტიპის განტოლებებისათვის დროზე დამოკიდებული 𝑉-კოერციტიული 

ოპერატორებით აბსტრაქტულ ვექტორ-ფუნქციათა სივრცეებში მნიშვნელობებით ჰილ-

ბერტის სივრცეებში. დამტკიცებულია არალოკალური ამოცანების ამონახსნების არსე-

ბობისა და ერთადერთობის თეორემები, როდესაც საწყისი პირობის განმსაზღვრელი არა-

ლოკალური ოპერატორი კომპაქტურია და არ არის კომპაქტური. აგებულია არალოკალური 

ამოცანის კლასიკური ამოცანებით აპროქსიმაციის ალგორითმი და დამტკიცებულია კლა-

სიკური ამოცანების ამონახსნების მიმდევრობის კრებადობა არალოკალური ამოცანების 

ამონახსნებისაკენ სათანადო სივრცეებში. განხილულია მიღებული აბსტრაქტული შედე-

გების გამოყენება დროით არალოკალური საწყის-სასაზღვრო ამოცანებისათვის პარაბო-

ლური და შრედინგერის ტიპის განტოლებებისა და სისტემებისათვის დროით ცვლადზე 

დამოკიდებული ელიფსური ოპერატორით და დისკრეტულ-ინტეგრალური არალოკა-

ლური საწყისი პირობით.   
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