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ანოტაცია 

 

  კვაზიწრფივი ნეიტრალური ოპტიმალური ამოცანისთვის მუდმივი დაგვიანების პარამე-

ტრებით, ფაზური შეზღუდვით და სასაზღვრო პირობით, ზოგადი ფუნქციონალით  და-

მტიკიცებულია  ამონახსნის არსებობის თეორემა. ამონახსნის ქვეშ იგულისხმება დაგვიან-

ების პარამეტრებისა და მართვის ერთობლიობა. მიღებული შედეგი დაკონკრეტებულია 

მართვის მიმართ წრფივი და არსებითად წრფივი ამოცანებისთვის, აგრეთვე  

ოპტიმალური ამოცანისთვის ინტეგრალური ფუნქციონალით. 
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Summary 

 

  The  existence  theorem is proved for the quasi-linear optimal problem with the constant delay 

parameters, with the phase restriction and boundary condition, with the general functional. 

Under solution we imply the collection of delay parameters  and control. The result obtained here 

is concretized for the linear with respect to control and essentially-linear problems, for the 

optimal problem with the integral functional also. 
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შესავალი 

 

   

   ნეიტრალური სამართი დიფერენციალური განტოლება არის ისეთი სამართი 

დინამიური სისტემის  მათემატიკური  მოდელი, რომლის ყოფაქცევა დროის მოცემულ 

მომენტში დამოკიდებულია  სისტემის მდგომარეობისა  და  მისი სიჩქარის 

(ტრაექტორიის  წარმოებულის) წინაისტორიაზე. ასეთი მათემატიკური  მოდელები 

წარმოიშობა საბუნებისმტყველო მეცნიერებათა სხვადასხვა დარგებში, ეკონომიკაში  და  ა. 

შ. საილუსტრაციოდ განვიხილოთ  ეკონომიკური ზრდის  უმარტივესი მოდელი. ვთქვათ 

t  მომენტში გამოშვებული პროდუქციის რაოდენობის ღირებულება  გამოსახული 

ფულად ერთეულში არის )(tN . ეკონომიკური ზრდის  ფუნდამენტურ პრინციპს აქვს სახე 

 

                                                                              )()()( tItCtN += ,                                      (1) 

 

სადაც  )(tC  არის  მოხმარების  ფუნქცია  (თანხა ხელფასებისთვის, სოციალური 

პროგრამებისთვის და სხვა), )(tI არის  ინდუცირებული ინვესტიცია (თანხა ახალი 

დანადგარებისა და ტექნოლოგიების შესაძენად და სხვა). განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 

 

                                                                 )()()( 1 tNtutC =                                                        (2) 

 

              )()()()()()()()()( 21432  −++−++−= tNtNtNtutNtutNtutI  ,             (3) 

 

სადაც   4,3,2,1],ˆ,ˆ[)( 21 = iuutui  არის  მართვის ფუნქციები;  0,1ˆˆ0 121  uu  და  

02   მოცემული  რიხვებია;  0 და  0  არის დაგვიანების პარამეტრები.  (3) 

ფორმულა გვიჩვენებს, რომ ინვესტიციის მოცულობა t  მომენტში დამოკიდებულია:  

თანხის რაოდენობაზე −t მომენტში  (წარსულში); სიჩქარეზე (პროდუქციის ნაკადზე) t   

და  −t  მომენტებში,  აჩქარებაზე  t   და −t  მომენტებში.  (1)-(3)-დან მივიღებთ  

განტოლებას 
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რომელიც  ექვივალენტულია  შემდეგი  ნეიტრალური დიფერენციალური განტოლებათა 

სისტემის 
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                                     (4) 

 

აქ ).()(1 tNtx =  

ვთქვათ 100 dd     და  100 hh   მოცემული  რიცვებია,  ხოლო  ],0[  მოცემული 

ინტერვალია. ყოველ  ელემენტს  ))(),...,(,,( 41 = uuw  , სადაც  ],[ 10 dd ,  ],[ 10 hh , 

ხოლო 4,3,2,1],,0[],ˆ,ˆ[)( 21 = ituutui   ზომადი მართვის  ფუნქციებია, შევუსაბამოთ  

(4) განტოლება  საწყისი  პირობით 

 

                       ),()( 11 ttx =  ]0,ˆ[),()( 22  = tttx , )0,ˆ[),()( 22  = tttx                     (5) 

 

და  ფაზური  შეზღუდვით  

                                                               ],0[,0)(1  ttx ,                                                   (6) 

 

სადაც  0)(1 t  და )(2 t  უწყვეტად წარმოებადი ფუნქციებია, ხოლო  .,maxˆ
11 hd−=  

(4)-(5) ამოცანის ან wელემენტის შესაბამისი  ამონახსნი აღვნიშნოთ  ));(),;(( 21 wtxwtx . 

ეკონომიკური ზრდის ნეიტრალური ოპტიმალური ამოცანა.  ვიპოვოთ ისეთი ელემენტი  

))(),...,(,,( 4010000 = uuw   რომ  შესაბამისი ამონახსნი ));(),;(( 0201 wtxwtx  

აკმაყოფილებდეს (6)  პირობას  და  ფუნქციონალს 

                                                                min);(2 →wx                                                           (7)                                                 
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ანიჭებდეს მინიმალურ  მნიშვნელობას.  (4)-(7) ამოცანას  ეწოდება  ეკონომიკური ზრდის 

ნეიტრალური ოპტიმალური ამოცანა.   

    ნაშრომში, განხილულია ოპტიმალური ამოცანა კვაზიწრფივი ნეიტრალური (სიჩქარის 

წინაისტორიის მიმართ წრფივი)  სამართი სისტემისთვის. ნეიტრალური ოპტიმალური 

ამოცანების გამოკვლევას ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების თვალსაზრისით 

მრავალი ნაშრომი მიეძღვნა, მათშორის [1-5]. სამაგისტრო ნაშრომში, ამონახსნის 

არსებობის თვალსაზრისით, განხილულია  ოპტიმალური ამოცანა  რომელიც  შედგება 

შემდეგი კომპონენტებისგან:   

        1)  კვაზიწრფვი სამართი  დიფერენციალურ განტოლებათა  სისტემა  

 

                 ),,(],[)),(),(),(,()()()( 10 battttutxtxtftxtAtx −+−=   

 

სადაც  ],,[ 10 dd ],,[ 10 hh  .)( u  

2) საწყისი  პირობა  განტოლებისთვის  

 

                                            ],ˆ[),()( 0ttttx  = , ),ˆ[),()( 0ttttx  = , 

 

სადაც  Ob →],ˆ[:   არის უწყვეტი  ფუნქცია, ხოლო  n

xRb →],ˆ[:  - ზომადი  შემოსაზღვ-

რული ფუნქცია,  11,maxˆ hda −= .  აქ  და შემდგომში ყოველთვის იგულისხმება, რომ 

სიმბოლო )(tx  ინტერვალზე ),ˆ[ 0t არ არის დაკავშირებული )(t  ფუნქციის  

წარმოებულთან. 

3) ფაზური  შეზღუდვები 

 

                                                     ],,[,0))(,( 10 ttttxt   

 

სადაც )),(),...,,((),( 1 xtxtxt l = ,  0  ვექტორული უტოლობის ქვეშ იგულისხმება, 

რომ  lii ,1,0 = ; 

4) პირობა  ტრაექტორიის ბოლოზე 

                                                   

                                                                     0))(( 1 = tx ; 

5) ფუნქციონალი 
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                                                   min,))(,,()( 1 →= txw   

 

რომლის მინიმიზაცია ხდება დასაშვებ ))(,,( = uw   ელემენტების მიმართ 

= ],[],[ 2121 hhddW  კლასიდან. w  ელემენტს  ეწოდება დასაშვები თუ  მისი 

შესაბამისი ამონახსნი  აკმაყოფილებს 3)-4)  პირობას.  

 კვაზიწრფივი ნეიტრალური ოპტიმლური ამოცანა: W კლასში ვიპოვოთ ისეთი Ww 0

ელემენტი, რომლის შესაბამისი ამონახსნი აკმაყოფილებენ 3)-4)  შეზღუდვებს და 5)  

ფუნქციონალს ანიჭებს მინიმალურ მნიშვნელობას. Ww 0  ეწოდება  ამოცანის ამონახსნი 

(ოპტიმალური ელემენტი). ამრიგად, ამოცანის  ამონახსნის მოძებნა გულისხმობს   და  

  დაგვიანების  პარამეტრების, და  )(tu  მართის ოპტიმალურად არჩევას. 1)- 5) ამოცანას 

ეწოდება კვაზიწრფივი ნეიტრალური ოპტიმალური ამოცანა. ნაშრომში, [7]-ში 

გადმოცემული მეთოდით,  დამტკიცებულია 1)-5) ამოცანის ამონახსნის არსებობა 

ელემენტთა W  კლასში (თეორმა 1.1, ძირითადი შედეგი), სადაც   არის ზომად )(tu  

ფუნქციების სიმრავლე მნიშნელობებით r

uRU   კომპაქტური სიმრავლეიდან. გარდა 

ამისა, ძირითადი შედეგი დაკონკრეტებულია მართვის  მიმართ წრფივი და არსებითად 

წრფივი ნეიტრალური ოპტიმალური ამოცანისთვის (თეორემა 1.2 და 1.3), აგრეთვე ამოცა-

ნისთვის ინტეგრალური ფუნქციონალით (თეორემა 1.4). [6] -ში და [7]-ში  ამონახსნების 

არსებობის საკითხი გამოკვლეულია ნეიტრალური ოპტიმალური ამოცანებისთვის 

ფიქსირებული და არაფიქსირებული დაგვიანების პარამეტრების შემთხვევაში. [7]-გან 

განსხვავებით, ნაშრომში სიახლეს წარმოადგენს ის გარემოება რომ აქ  ტრაექტორია აკაყო-

ფილებენ  ფუნქციონალურ ფაზურ შეზღუდვას.  

 ნაშრომის პირველ პარაგრაფში დასმულია ოპტიმალური ამოცანა და  მოყვანილია ძირი-

თადი შედეგები ოთხი თეორემის სახით. მე-2 პარაგრაფი ეხება დამხმარე დებულებებს, 

რომლებიც არსებითად გამოიყენება თეორემების დასამტკიცებლად. სახელდობრ, აქ 

დამტკიცებულია თეორემა ამონახსნის გაგრძელებადობის შესახებ. მე-3 პარაგრაფში,დამ-

ტკიცებულია თეორემა 1.1. მე-4  პარაგრაფში, ამონახსნის არსებობის თეორემები 

დამტკიცებული მართვის მიმართ წრფივი და არსებითად წრფივი ამოცანებისთვის და 

ამოცანისთვის ინტეგრალური ფუნქციონალით. ნაშრომის ბოლოში მოცემულია დასკვნა 

და  ლიტერატურის ნუსხა. ნაშრომში მიღებული შედეგები, თეზისის სახით 

გამოქვენებულია თსუ ილია ვეკუას სახელობის გამოყენებითი მათემატიკის ინსტიტუტის 

სემინარის XXXIV საერთაშორისო გაფართოებული სხდომების თეზისების ელექტრონულ 

კრებულში  [8]   
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(http://www.viam.science.tsu.ge/enlarged/2020/). 

   

 

$ 1.   ამოცანის  დასმა. ძირითადი შედეგების ფორმულირება 

 

  ვთქვათ btta  10 , 100 dd   და 100 hh   მოცემული რიცხვებია, ისეთი რომ 

შესრულებულია პირობები  ., 110110 thttdt ++  n

xR -ით აღვნიშნოთ Tnxxx ),...,( 1= ვე-

ქტორთა (წერტილთა) n -განზომილებიანი სივრცე ნორმით 

 

                                                                    
=

=
n

i

ixx
1

22
)( , 

სადაც T აღნიშნავს ტრანსპონირების ოპერაციას. ვიგულისხმოთ, რომ  n

xRO  არის ღია 

სიმრავლე, ხოლო  r

uRU   - კომპაქტური სიმრავლე. განვიხილოთ  ფუნქცია  

 

                                    ,)),,,(),...,,,,((),,,( 2121

1

21

Tn uxxtfuxxtfuxxtf =  

                     

რომელიც უწყვეტია UOI  2  სიმრავლეზე, სადაც ],[ baI = , და უწყვეტად წარმოებადია  

Oxx 21,  ცვლადების მიმართ.  -თი აღვნიშნოთ ზომად ItUtu  ,)(  ფუნქციების 

სიმრავლე.  

    ყოველ   == ],[],[))(,,( 1010 hhddWuw   ელემენტს შევუსაბამოთ  კვაზიწრფივი 

( წარმოებულის წინა ისტორიის მიმართ წრფივი) ნეიტრალური დიფერენციალური 

განტოლება  

 

                                            ],[)),(),(),(,()()()( 10 ttttutxtxtftxtAtx −+−=                 (1.1) 

საწყისი  პირობით 

 

                                     ],ˆ[),()( 0ttttx  = ,  ),ˆ[),()( 0ttttx  =                                         (1.2) 

 

სადაც IttA ),(  არის nn  განზომილებიან უწყვეტი მატრიც-ფუნქცია, 

 11,maxˆ hda −= ; Ob →],ˆ[:   არის უწყვეტი  ფუნქცია, ხოლო  n

xRb →],ˆ[:  - ზომადი  

http://www.viam.science.tsu.ge/enlarged/2020/
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შემოსაზღვრული ფუნქცია.  აქ  და შემდგომში ყოველთვის იგულისხმება, რომ სიმბოლო  

)(tx  ინტერვალზე ),ˆ[ 0t არ არის დაკავშირებული )(t  ფუნქციის  წარმოებულთან. 

 

განსაზღვრება 1.1. ვთქვათ Wuw = ))(,,(  ფიქსირებული ელემენტია. ფუნქციას  

],ˆ[,);()( 1ttOwtxtx =  ეწოდება (1.1) განტოლების ამონახსნი (1.2) საწყისი პირობით  

ან w  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი, თუ იგი ],ˆ[ 0t  ინტერვალზე აკმაყოფილებს  (1.2) 

საწყის პირობას, ხოლო   ],[ 10 tt  ინტერვალზე  )(tx  აბსოლუტურად  უწყვეტია  და  ამავე 

ინტერვალზე თითქმის  ყველგან   (თ. ყ.)  აკმაყოფილებს  (1.1)  განტოლებას. 

 

განსაზღვრება 1.2. Ww ელემენტს  ეწოდება დასაშვები, თუ არსებობს  შესაბამისი ამონა-

ხსნი ],ˆ[),;()( 1ttwtxtx = , რომლისთვის შესრულებულია  პირობები: შეზღუდვა ფაზურ 

კოორდინატებზე 

                                                ];,[,0))(,( 10 ttttxt                                         (1.3) 

 

პირობა  ტრაექტორიის ბოლოზე 

 

                                                                          0))(( 1 = tx . 

აქ )),(),...,,((),( 1 xtxtxt l =  ვექტორ-ფუნქცია უწყვეტია Ott ],[ 10 -ზე; 0  

ვექტორული უტოლობის ქვეშ იგულისხმება რომ  lii ,1,0 = .  

     დასაშვებ ელემენტების სიმრავლე აღვნიშნოთ 0W . ვთქვათ ),,( x  არის 

Ohhdd  ],[],[ 1010  სიმრავლეზე უწყვეტი სკალარული ფუნქცია. განვიხილოთ ფუნქციო-

ნალი  

                                                                   )).(,,()( 1txw  =  

 

განსაზღვრება 1.3.  00000 ))(,,( Wuw =   ელემენტს ეწოდება ოპტიმალური თუ  

ნებისმიერი 0Ww  ელემენტისთვის ადგილი აქვს უტოლობს  

 

                                        ))(,,()())(,,()( 00000  xwxw == ,                                  

(1.4) 

 

სადაც  ),;()( 00 wtxtx = ).;()(0 wtyty =  
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(1.1)-(1.4) ამოცანას ეწოდება კვაზიწრფივი ნეიტრალური ოპტიმალური  ამოცანა, ხოლო  

0w -ს   -ამოცანის  ამონახსნი. 

 

თეორემა 1.1. (1.1)-(1.4) ოპტიმალური ამოცანის ამონახსნი 0w  არსებობს, თუ შესრულე-

ბულია შემდეგი პირობები:  

 

1.1.  0W  სიმრავლე არაცარიელია; 

 

1.2. არსებობს კომპაქტური სიმრავლე  OK 1
 ისეთი  რომ  ნებისმიერი 0Ww elementis 

შესაბამისი ამონახსნისთვის ],ˆ[),;()( 1ttwtxtx =  შესრულებულია პირობა:  

 

                                                                          ];,ˆ[,)( 11 ttKtx   

 

1.3. ყოველი ფიქსირებული 2

1021 ],[),,( Ottxxt   წერტილისთვის სიმრავლე 

 

                                                                 UuuxxtfxxtP = :),,,(),,( 2121
  

ამოზნექილია. 

 

თეორემა 1.1, [7]-ში მოყვანილი მეთოდით,  დამტკიცებულია  მე-3  პარაგრაფში. ქვემოთ-

მოყვანილი თეორემები არის თეორემა 1.1-ის  შედეგი და ისინი დამტკიცებულია  მე-4  

პარაგრაფში. 

 

თეორემა 1.2.   ვთქვათ  შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

 

1.4.  0W  სიმრავლე არაცარიელია; 

 

1.5. ),,,( 21 uxxtf  ფუნქციას  აქვს  სახე  

 

                               uxxtCxxtBuxxtf ),,(),,(),,,( 212121 += , 

 

სადაც B და C შესაბამისი განზობილების  ვექტორ და მატრიც-ფუნქციებია;  
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1.6. არსებობს კომპაქტური სიმრავლე  OK 1
 ისეთი  რომ  ნებისმიერი 0Ww

ელემენტის შესაბამისი   ამონახსნისთვის ],ˆ[),;()( 1ttwtxtx =  შესრულებულია პირობა:  

 

                                                                               ];,ˆ[,)( 11 ttKtx   

1.7. სიმრავლე U ამოზნექილია. 

მაშინ მართვის მიმართ წრფივ  ოპტიმალურ ამოცანას აქვს ამონახსნი. 

 

თეორემა 1.3.   ვთქვათ  შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

 

1.8.  0W  სიმრავლე არაცარიელია; 

 

1.9. ),,,( 21 uxxtf   ფუნქციას  აქვს სახე 

 

                                                  ;)()()(),,,( 1211121 utCxtBxtAuxxtf ++=  

 

1.10. სიმრავლე U ამოზნექილია. 

მაშინ არსებითად წრფივ ოპტიმალურ ამოცანას აქვს ამონახსნი. 

 

შენიშვნა  1.1.  ეკონომიკური ზრდის (4)-(7)  ამოცანისთვის  (იხ. შესავალი) 

შესრულებულია თეორემა 1.3-ის ყველა პირობა, ამიტომ  ამ ამოცანას გააჩნია ამონახსნი.   

 

  ახლა  განვიხილოთ  ამოცანა,  სადაც  )(w  შეცვლილია ინტეგრალური ფუნქციონალით 

                                              −+−
1

0

))](),(),(,()()([ 00

t

t

dttutxtxtftxta  , 

 

სადაც   ROIf → 20 :  უწყვეტი ფუნქციაა, ხოლო Itta ),(0  უწყვეტი სტრიქონ-

ვექტორ-ფუნქცია.  შემოვიღოთ აღნიშვნა TffF ),( 0= . 

 

თეორემა 1.4.  ოპტიმალური ამოცანისთვის, ინტეგრალური ფუნქციონალით,  არსებობს 

ამონახსნი 0w  თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები:  

 



 13 

1.11.  0W  სიმრავლე არაცარიელია; 

 

1.12. არსებობს კომპაქტური სიმრავლე OK 1
 ისეთი  რომ  ნებისმიერი 0Ww

შესაბამისი   ამონახსნისთვის ],ˆ[),;()( 1ttwtxtx =  შესრულებულია პირობა:  

 

                                                                     ];,ˆ[,)( 11 ttKtx   

 

1.13. ყოველი ფიქსირებული 2

1021 ],[),,( Ottxxt   სიმრავლე 

 

                                                                UuuxxtF :),,,( 21
  

 

ამოზნექილია. 

 

$ 2.   დამხმარე დებულებები 

 

     ვთქვათ ],[),(),(),( baIttCtBtA = , არის უწყვეტი მატრიც-ფუნქციები 

განზომილებით nn , ხოლო )(tf - ზომადი  შემოსაზღცრული n  განზომილებიანი  

სვეტ-ვექტორ-ფუნქცია. ყოველი ],[ 10 dd  და ],[ 10 hh  დაგვიანების 

პარამეტრებისთვის კოშის ამოცანას  

 

               




==

+−++−=

),ˆ[),()(],,ˆ[),()(

),,(],[),()()()()()()()(

00

10

ttttxttttx

battttftxtCtxtBtxtAtx








       (2.1) 

 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი ],ˆ[),,;( 1tttx   . 

 

თეორემა 2.1. (2.1) ამოცანის  ამონახსნი ],[ 10 tt  მონაკვეთზე წარმოიდგინება ფორმულით  

 


−−

++++++=

t

t

t

t

dsssAtsYdsssCtsYttttx




0

0

0

)()(),,;()()(),,;()(),,;(),;( 00

  

                                              + 
t

t

dssftsY

0

)(),,;(    (კოშის ფორმულა) 
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სადაც ),,;(),,,;(  tsYts  არის  მატრიც-ფუნქციები  განზომილებით nn , ისინი  

აკმაყოფილებენ განტოლებათა  სისტემას  წინმსწრები არგუმენტით 

  

              








+++=

++−−=




],[),(),,;(),,;();,;(

],,[),(),,;()(),,;(),,;(

0

0

ttssAtsYtstsY

ttssCtsYsBtsYts
s




          (2.2) 

                                    

და პირობას  

                        






=
==

,,

,,
),,;(),,;(

ts

tsE
tsYts                         (2.3)   

 

სადაც   E  ერთეულოვანი  მატრიცაა, ხოლო   ნულოვანი მატრიცა. 

დამტკიცება. ვთქვათ ],( 10 ttt  და ],[ 0 tts . განტოლების  

 

                  ],[),()()()()()()()( 0 ttssfsxsCsxsBsxsAsx +−++−=   

                

ორივე მხარე გავამრავლოთ  (2.3) თვისების მქონე  ),,;( tsY  მატრიცზე, რომელიც  

),,;( ts მატრიცთან  ერთად  აკმაყოფილებს (2.2) სისტემას და ვაინტეგროთ მიღებული 

ტოლობა  მონკვეთზე   ],[ 0 tt . მივიღებთ 

 

  

 

 

dssfsxsCsxsBsxsAtsYdssxtsY

t

t

t

t

)]()()()()()()([),,;()(),,;(

00

+−++−=    .    (2.4) 

 

ცვლადთა  გარდაქმნით  და (2.3)-ის პირობის  გათვალისწინებით გვექნება   

 

                              dssxsAtsYdssxsAtsY

t

t

t

t

)()(),,;()()(),,;(

0 0

 




++=− 
−

−
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                          dssxsAtsYdsssAtsY

t

t

t

t

)()(),,;()()(),,;(

0

0

0




+++++= 
−

; 

 

                                    dssxsCtsYdssxsCtsY

t

t

t

t

)()(),,;()()(),,;(

00






++=− 
−

−

 

 

                           dssxsCtsYdsssCtsY

t

t

t

t

)()(),,;()()(),,;(

0

0

0




+++++= 
−

 

 

ვისარგებლებთ რა უკანასკნელი  თანაფარდობებით (2.4)-დან მივიღებთ  

                                    

                                    dssxsAtsYtsY

t

t

 ++−

0

)()](),,;(),,;([                

               

  dsssCtsYdssxsCtsYsBtsY

t

t

t

t

)()(),,;()()](),,;()(),,;([
0

00




++++++= 
−

 

 

                        dssftsYdsssAtsY

t

t

t

t

)(),,;()()(),,;(

0

0

0

 ++++
−




.               (2.5) 

 

(2.2)  სისტემის  მიხედვით   ),,;( tsY  ისეთი  მატრიც-ფუნქციაა რომ ),,;( ts  

აბსოლუტურად  უწყვეტია s  ცვლადის მიმართ. ეს საშუალებას გვაძლევს (2.5)-ის 

მარცხენა მხარეში მოვახდინოთ  ნაწილობითი ინტეგრება 

 

        dssxts
s

txtttxttdssxts

t

t

t

t

)(),,;()(),,;()(),,;()(),,;(

00

00  



−−=    

                             dssxts
s

ttttx

t

t

)(),,;()(),,;()(

0

00  



−−=  .                           (2.6) 

(2.5)-(2.6)-დან გარკვეული დაჯგუფების შედეგად  მივიღებთ  დასამტკიცებელ 

ფორმულას  
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dssxsCtsYsBtsYts
s

ttttx

t

t

)()](),,;()(),,;(),,;([)(),,;()(

0

00  ++++



+=   

 

sdssCtsY

t

t

)()(),,;(
0

0




+++ 
−

dssftsYdsssAtsY

t

t

t

t

)(),,;()()(),,;(

0

0

0

 ++++
−




 

)(),,;( 00 ttt = sdssCtsY

t

t

)()(),,;(
0

0




+++ 
−

dsssAtsY

t

t

)()(),,;(
0

0




+++ 
−

 

                                                        dssftsY

t

t

)(),,;(

0

+  . 

),,;( tsY  და  ),,;( ts  მატრიცების  აგება ბიჯის მეთოდით.  თავიდანვე შევნიშნოთ, 

რომ  (2.2) სისტემა შედგება  ჩვეულებრივი დიფერენციალური და ალგებრული 

სხვაობიანი განტოლებისგან. ),,;( ts   მატრიცა ],[ 0 tts  ცვლადის მიმართ 

აბსოლუტურად უწყვეტია, რადგანაც იგი არის დიფერენციალური განტოლების 

ამონახსნი საწყისი პირობით მარჯვენა ბოლოში 

 

                                                      ,),,;( Ett =   tsts = ,),,;(  .   

 

შემდგომში  ნაჩვენები იქნება  რომ ),,;( tsY  ფუნქცია, საზოგადოდ წყვეტილია, წერტი-

ლებში   2,, −− ttt   და ა.შ.  ვთქათ  ],( 10 ttt , ],[ 10 dd   და ],[ 10 hh  ფიქსირებუ-

ლი  რიცხვებია. შემოვიღოთ  აღნიშვნები:  

  

  m
tt

=






 −


0 ,     k

tt
=







 −


0 ,  სადაც  ][   აღნიშნავს    რიცხვის მთელ ნაწილს. 

 

დავუშვათ  2=m , მაშინ  00 2, tttt −−  , ხოლო  03 tt −  . ვთქვათ   ],[ tts − , 

სხვაობიანი  განტოლებიდან  ნაპოვნი  მატრიცი აღვნიშნოთ  ),,;(1 tsY  მივიღებთ 

 

                              ].,[),,,;(),,;(1 ttststsY  −=  

 

ცხადია  ),,;(1 tsY  უწყვეტია  ],[ tt −  მონაკვეთზე. ვთქვათ   ],2[  −− tts ,  

სხვაობიანი  განტოლებიდან  ნაპოვნი  მატრიცი აღვნიშნოთ  ),,;(2 tsY  მივიღებთ 
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        ],,2[),(),,;(),,;(),,;(2  −−+++= ttssAtststsY  

 

რომელიც იქნება უწყვეტი  ],2[  −− tt -ზე.  ვთქვათ   ]2,[ 0 − tts , სხვაობიანი  

განტოლებიდან  ნაპოვნი  მატრიცი აღვნიშნოთ  ),,;(3 tsY  მივიღებთ 

                           

                      )(),,;(),,;(),,;(3  +++= sAtststsY  

                        

                           ]2,[),()2(),,;2( 0  −++++ tttsAsAts , 

 

რომელიც იქნება უწყვეტი  ]2,[ 0 −tt -ზე.  3,2,1),( = iYi   მატრიცებისგან  ],[ 0 t  -ზე . 

ავაგოთ   ),,;( tsY , რომელსაც  ვუწოდებთ სხვაობიანი განტოლების  ამონახსნს 

                                            

                                           













−

−−

−



=

].2,[),,,;(

],,2(),,,;(

],,(),,,;(

,,

),,;(

03

2

1








ttttsY

ttttsY

ttttsY

ts

tsY                   (2.7) 

 

ადვილი  შესამჩნევია, რომ  ),,;( tsY  ფუნქცია  წყვეტილია  წერტილებში  2,, −− ttt

.  გამოვთვალოთ ნახტომები  წყვეტის წერტილებში 

 

                                       EEttYttY =−=+−− ),,;(),,;(  ;  (ნახტომი) 

 

           ),,;(),,;(),,;(),,;( 12  ttYttYttYttY +−−−−=+−−−−  

 

                     );(),,;()(),,;(),,;( tAtttAtttt =−−−+−=    (ნახტომი)   

 

       ),,;2(),,;2(),,;2(),,;2( 23  ttYttYttYttY +−−−−=+−−−−  

 

               )()(),,;()(),,;(),,;2(  −−+−−+−= tAtAtttAtttt  

 

                          )()()(),,;(),,;2(  −=−−−−− tAtAsAtstt .   (ნახტომი) 

 



 18 

(2.7) და მახასიათებელი ფუნქციების გამოყენებით  ),,;( tsY  შეიძლება  გამოვსახოთ 

),,;( ts მატრიცის   საშუალებით. მართლაც,  

 

)()](),,;(),,;([)(),,;()(),,;( 210 ssAtstsstsstsY  +++++=  

 

)()]()2(),,;2()(),,;(),,;([ 3 ssAsAtssAtsts  +++++++  ,        (2.8) 

 

სადაც  )(0 s  არის   ),( t  ინტერვალის  მახასიათებელი  ფუნქცია; )(1 s  არის   ],( tt −  

ინტერვალის მახასიათებელი  ფუნქცია; )(2 s  არის   ],2(  −− tt  ინტერვალის  

მახასიათებელი  ფუნქცია; )(3 s  არის   ]2,[ 0 −tt  ინტერვალის მახასიათებელი  ფუნქცია. 

(2.8)  შევიტანოთ (2.2) განტოლებაში, მივიღებთ  დიფერენციალურ განტოლებას  

წინმსწრები არგუმენტით, რომლის მარჯვენა  მხარეში  შედის  მხოლოდ  )( მატრიცი. 

ამის შემდეგ ბიჯის მეთოდით ინტერვალებზე   ],( tt − ,  ],2(  −− tt   და  ა. შ. ვიპოვით 

ამონახსნების ნაჭრებს, რომლებსაც უწყვეტად გადვაბამთ   2, −− tt  და  ა. შ.  

წერტილებში. მივიღებთ  

საძებნ ),,;( ts  მატრიცს. ასეთი  წესით ავაგებთ მატრიცებს  ნებისმიერი ,t  და    

რიცხვებისთვის  შესაბამის ინტერვალებიდან. 

 

თეორემა 2.2.  ),,;( tsY  და  ),,;( ts მატრიცები შემოსზღვრულია  სიმრავლეზე   

 

                                ],[],,[],,[],,[:),,,( 1010100 hhddtttttsts =  . 

 

ეს თეორემა  გამომდინარეობს  ),,;( tsY  და ),,;( ts მატრიცების სტრუქტურიდან.  

 

    ყოველ Wuw = ))(,,(   ელემენტს შევუსაბამოთ კვაზიწრფივი ფუნქციონალურ-

დიფერენციალური  განტოლება  

 

         ],[)),(),)(,,(),(,())(,,()()( 1000 ttttutqthtqtftqthtAtq −+−=                (2.9) 

 

საწყისი პირობით   

                                                           )()( 00 ttq =                                                                (2.10) 
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სადაც ოპერატორი ))(,,( 0 tqth   განსაზღვრულია შემდეგნაირად  

                                   

                                  







=

].,[),(

),,ˆ[),(
))(,,(

10

0

0
ttttq

ttt
tqth


                                             (2.11)                                       

                                                                                      

განსაზღვრება 2.1. ვთქვათ Wuw = ))(,,(  ფიქსირებული ელემენტია. 

],[,)( 10 tttOtq  ფუნქციას ეწოდება (2.9) განტოლების ამონახსნი (2.10) საწყისი  

პირობით  ან w  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი, თუ იგი აკმაყოფილებს (2.10)  საწყის 

პირობას, აბსოლუტურად უწყვეტია  ],[ 10 tt -ზე  და ამავა ინტერვალზე თ. ყ. აკმაყოფილებს 

(2.9) განტოლებას. 

 

ვთქვათ OKi  , 3,2=i  კომპაქტური სიმრავლეებია: 3K  შეიცავს  
2K  სიმრავლის რაიმე 

მიდამოს. 

 

თეორემა 2.3.   ვთქვათ    ,...2,1,)( 2 = iKtqi   არის  ,...,2,1,))(,,( == iWuw iiii   

ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი. მაშინ საკმარისად დიდი  10 i  არსებობს 0  da 

0M iseTi rom 0ii  -თვის  iw  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  )(ti  

განსაზღვრული  ინტერვალზე  Itt +− ],[ 10  . გარდა ამისა,  

 

                    
0103 ],,[,)(,)( iitttMtKt ii +−    

 

და 

                             ],[),()( 10 ttttqt ii = . 

 

დამტკიცება. ვთქვათ 0  რიცხვი იმდენად მცირეა, რომ  
2K  სიმრავლის ჩაკეტილი  - 

მიდამო  

                                              −= xxKxOxK ˆ,ˆ:)( 22
 

 

შედის 3int K . არსებობს კომპაქტური სიმრავლე  n

x

n

x RRQ   და  უწყვეტად  წარმოებადი 

ფუნქცია n

x

n

x RR :   ისეთი რომ   
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                              ][)]([)( 303202 KKKQKKK   ,  სადაც  ]),ˆ([0 bK =  

და  

 

                                                    







=

].[),(,0

,),(,1
),(

30321

21

21
KKKxx

Qxx
xx  

 

ყოველი  ,...2,1=i   დიფერენციალურ განტოლებას  

 

                      IttutthtttthtAt iii −+−= )),(),)(,,(),(,())(,,()()( 00    

 

სადაც  

                       ),,,(),(),,( 212121 uxxtfxxxxt =   

საწყისი პირობით   

                         )()( 00 tt  =  

აქვს  ამონახსნი  )(ti  , რომელიც განმარტებული I -ზე და აკმაყოფილებს პირობას  

ItKti  ,)( 31   (  [9]-ში იხ. თეორემა 1.3  დამტკიცება ). რადგანაც   

 

                               ],[,][)))(,,(),(( 102020 tttQKKKtqthtq iii −  

 

(იხ. (2.11)).  ამიტომ    

 

                                      ],[,1)))(,,(),(( 100 ttttqthtq iii =−  

ე.ი. 

 

     ],[)),(),)(,,(),(,())(),)(,,(),(,( 1000 ttttutqthtqtftutqthtqt iiiiiiii −=−  . 

 

ერთადერთობის გამო  

 

                                                   ].,[),()( 10 ttttqt ii =                                       (2.12) 

 

არსებობს  0M   ისეთი  რომ  
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                                         ,...2,1,,)( = iItMti                                       (2.13) 

 

მართლაც,  პირველ რიგში შევნიშნავთ  

 

                                                ))(),)(,,(),(,( 0 tutthtt iiii  −  

 

                         ,....2,1,],[),(,|:),,,(|sup 13032121 == iNUuKKKxxItuxxt  

 

ადვილი მისახვედრია, რომ  

 

                                                     0

0

00 ,: iid
tbtb

i

=






 −
=







 −


 

ე.ი. 

 

                                                 ii dtbdt  )1(00 +++ . 

 

თუ  ),[ 0 itat +  მაშინ  

 

                    ))(),)(,,(),(,()()()( 0 tutthttttAt iiiiii  −+−=  

 

                                                     
112 : MNNA =+ , 

სადაც    

 

                             IttAA = |:)(|sup ,   IttN = |:)(|2  . 

 

ვთქვათ  )2,[ 00 ii ttt  ++  მაშინ 

 

               ))(),)(,,(),(,(||)()()( 0 tutthttttAt iiiiiii  −+−=   

 

                                                     
211 : MNMA =+ . 
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თუ გავაგრძელებთ  ამ პროცესს მივიღებთ 

 

      djjtjttMNMAt jijji ,...,3),,)1([,:|)(| 00111 =+−+=+ −  . 

 

გარდა  ამისა,  თუ  bdt i + 0  მაშინ გვექნება  

 

                                          ].,[,|)(| 01 bdttMt idi  + +
  

ცხადია, რომ   

 

                                         11,...,max += dMMM  

 

რიცხვისთვის  შესრულებულია  (2.13) უტოლობა. არსებობს  0  რიცხვი ისეთი, რომ  

ყოველი Itt +− ],[ 10   და ადგილი აქვს უტოლობას   

 

                               dssthsAtt

t

t

iiii  −−
0

))(,,()()()( 00    

                    ];,[,))(),)(,,(),(,( 000

0

tttdssusthss

t

t

iiii  −−   

                                 dssthsAtt

t

t

iiii  −−

1

))(,,()()()( 01    

                         ].,[,))(),)(,,(),(,( 110

1

 +−  tttdssusthss

t

t

iiii  

 

ამ  უტოლობებიდან და  210 )(),( Ktt ii   პირობის გათვალისწინებით დავასკვნით  რომ  

 

           ],[,)]([)())(,,(),(( 102020  +−− tttQKKKttht iii . 

 

ე. ი.   

                                   ],[,1)))(,,(),(( 100  +−=− tttttht iii  

 

ამრიგად, )(ti აკმაყოფილებს  განტოლებას  
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 ],[)),(),)(,,(),(,())(,,()()( 1000  +−−+−= ttttutthtttthtAt iiiiiii
  

 

და  პირობებს   

 

                                       ],[,)(),()( 10300  +−= tttKttt ii . 

                                      

მაშასადამე,  )(ti   ამონახსნი შეესაბამება Wwi   ელემენტს,  განსაზღვრულია 

],[ 10  +− tt  მონაკვეთზე  და  აკმაყოფილებს პირობებს : 

 

     
0103 ],,[,)(,)( iitttMtKt ii +−   ;  ],[),()( 10 ttttqt ii =  

 

(იხ. (2.12)  და  (2.13)  ).  თეორემა დამტკიცებულია. 

 

),( m

zRICC =  აღნიშნავს  უწყვეტ ],[,)( baItRtz m

z =  ფუნქციათა  სივრცეს ნორმით 

 

                                                                .)(
It

tzz


=  

განსაზღვრება 2.2.  ,...2,1,)( = iCzi მიმდევრობას ეწოდება  თამაბარ-შემოსაზღვრული, 

თუ  არსებობს ისეთი  მუდმივი 0N  რომ  ,....2,1,,)( = iItNtzi
 

 

განსაზღვრება 2.3.  ,...2,1,)( = iCzi მიმდევრობას ეწოდება თანაბარ-ხარისხოვნად 

უწყვეტი, თუ ნებისმიერი 0  არსებობს ისეთი 0)( =  , რომ − "'"' :, ttItt  

ადგილი აქვს უტოლობას  ,....2,1,)()( "' =− itztz ii   

 

ლემა 2.1 (არცელა-ასკოლი).  თუ ,...2,1,)( = iCzi  მიმდევრობა თანაბარ- შემოსაზღვრუ- 

ლია და თანაბარ-ხარისხოვნად უწყვეტი, მაშინ მისგან შეიძლება  გამოიყოს 

ქვემიმდევრობა, რომელიც ნორმით კრებადია უწყვეტი )(0 tz  ფუქციისკენ ე.ი. არსებობს 

ისეთი  ქვემიმდევრობა ,...2,1,)( = kCz
ki

რომ   .0lim 0 =−
→

zz
kii
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განსაზღვრება 2.4.  ,...2,1),( = izi მიმდევრობას ეწოდება თანაბარ-ლიფშიცური, თუ  არსე-

ბობს ისეთი  მუდმივი 0H  რომ  ადგილი აქვს უტოლობას    

                              

                                                ,....2,1;,,")()( "''"' =−− iIttttHtztz ii  

 

ლემა 2.2. თუ ,...2,1,)( = iCzi მიმდევრობა არის თანაბარ-ლიფშიცური , მაშინ იგი 

თანაბარ-ხარისხოვნად უწყვეტია. 

 

განსაზღვრება 2.5.  Ittz ),(  ფუნქციას ეწოდება  აბსოლუტურად უწყვეტი, თუ 

ნებისმიერი 0  არსებობს ისეთი 0)( =  , რომ I სეგმენტის  ნებისმიერი 

არაგადამფარავი სეგმენტთა  mkba kk ,...,2,1],,[ =  სასრული  სისტემისთვის, 

რომლისთვისაც    

                                                                   −
=

m

i

ii ab
1

)( ,  

ადგილი აქვს უტოლობას   

                                                                  −
=

m

i

ii azbz
1

|)()(| .    

),(11

m

zRILL = აღნიშნავს ზომად ItRtz m

z  ,)(  და ლებეგის აზრით ინტეგრებად 

(ჯამებად) ფუნქციათა სივრცეს. ტოლობა სამართლიანია  თ. ყ.-გან ნიშნავს, რომ მას 

ადგილი არა აქვს ნულზომის სიმრავლეზე.   

 

ლემა 2.3 (ლებეგი). აბსოლუტურად  უწყვეტი ფუნქცია Cz )(  თითქმის ყველგან 

წარმოებადია, მისი წარმოებული )(tz  (წარმოებული განმარტებულია თ. ყ.) ზომადია  და 

ეკუთვნის 
1L სივრცეს. გარდა ამის, 

                                                             Itdsszaztz

t

a

+=  ,)()()(  . 

ლემა 2.4. ვთქვათ ,...2,1,)( = iCzi აბსოლუტურად  უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობაა  და 

მიმდევრობა  ,...2,1),( =itzi
  თანაბარ-შემოსაზღვრულია, ე..ი. არსებობს ისეთი  მუდმივი 

0H  რომ ,....2,1,|)(| = iHtzi
 მაშინ ,...2,1),( =itzi მიმდევრობა თანაბრად-ხარისხოვნად 

უწყვეტია. 

მართლაც, 
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                                                     "')()"()'(

"

'

ttHdssztztz

t

t

iii −=−   . 

აქედან  გამომდინარეობს თანაბრად-ხარისხოვნად უწყვეტობა. 

 

განსაზღვრება 2.6.  
1)( Lz  ეწოდება შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი  მუდმივი 

0N  რომ  Ntz )(   თ. ყ.  .It  

 

განსაზღვრება 2.7. ფუნქციათა მიმდევრობას ,...2,1,)( = iLzi  ეწოდება  სუსტად  კრებადი 

)(0 z  ფუნქციისკენ, თუ ნებისმიერი შემოსაზღვრული ზომადი )(t  სტრიქონ-

ფუნქციისთვის  ადგილი აქვს  ტოლობას  

 

                                                                       dsszsdsszs

b

a

b

a

i
i

)()()()(lim 0 =→
 . 

 

ამ  განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ფუნქციათა  მიმდევრობა ,...2,1,)( = iLzi   

სუსტად  კრებადი )(0 z  ფუნქციისკენ, მაშინ  

 

                                                                 .,)()(lim 0 Itdsszdssz

t

a

t

a

i
i

= →
                             (2.13) 

 

ლემა 2.5. თუ ფუნქციათა მიმდევრობა ,...2,1,)( = iLzi   თანაბარ-შემოსაზღვრულია, 

მაშინ მისგან შეიძლება გამოვყოთ სუსტად კრებადი ქვემიმდევრობა. 

 

Teorema 2.4.  ([10], გვ. 257).   ვთქვათ  n

xRUttp →],[: 10   უწყვეტი ფუნქციაა, ხოლო    

 

                                                               UuutptP = :),()(  

 

ამოზნექილი  სიმრავლე. ვთქვათ  

 

                                )],,([)( 101

n

xi RttLp  ,  ,...2,1,)()( = itPtpi    თ. ყ.  ],[ 10 tt -ზე. 
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გარდა ამისა,   

 

                                                          )()(lim tptpi
i

=
→

  სუსტად ],[ 10 tt -ზე.  

 

მაშინ  

                                                     )()( tPtp     თ. ყ.  ],[ 10 tt -ზე 

 

და  არსებობს ზომადი ფუნქცია  ],[,)( 10 tttUtu   ისეთი რომ   

 

                                                             )())(,( tptutp =   თ. ყ.  ],[ 10 tt -ზე. 

 

 

3. თეორემა 1.1-ის  დამტკიცება 

 

ვთქვათ ,...,2,1,)),(,,( 0 == iWuw iiii   და  ,...,2,1),;()( == iwtxtx ii  არის მისი 

შესაბამისი  ამონახსნი. გარდა ამისა, ,...,2,1, =iwi  არის მინიმიზირებადი მიმდევრობა ე.ი.  

 

)(infˆ)(lim
0

ww
Ww

i
i


→

== . 

 

ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ  

 

                                                             ,lim 0 =
→

i
i

  .lim 0 =
→

i
i

    

ცხადია, რომ  

 





==

−+−=

),ˆ[),()(],,ˆ[),()(

],,[)),(),(),(,()()()(

00

101

ttttxttttx

ttttutxtxtftxtAtx

ii

iiiiii








 

და   

 

                                                        ))(,,()( 1txw iiii  = .      
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ყოველ  Wuw = ))(,,(   ელემენტს შევუსაბამოთ ფუნქციონალურ-დიფერენციალური  

განტოლება  

 

           ],[)),(),)(,,(),(,())(,,()()( 100 ttttutthttftthtAt i −+−=                             

(3.1)                     

 

საწყისი პირობით                                                         

)()( 00 tt  = . 

ცხადია, რომ  

 

],[)),(),)(,,(),(,())(,,()()( 1000 ttttutxthtxtftxthtAtx iiiiiii −+−=    

და   

                                                                  )()( 00 ttxi =  

 

(იხ. (2.11)). ამრიგად, )(txi  არის  (3.1) განტოლების ამონახსნი, რომელიც შეესაბამება 

0))(,,( Wuw iiii =    ელემენტს.  არსებობს კომპაქტური სიმრავლე  OK 1
  ისეთი, რომ   

],ˆ[,)( 11 ttKtxi   (იხ. თეორემა 1.1-ის 1.2   პირობა). ვთქვათ OK 3  არის კომპაქტი, 

რომელიც  შეიცავს  
1K -ის რაიმე მიდამოს, თეორემა 2.3-ის თანახმად საკმარისად დიდი 

0i -თვის არსებობს )(txi  ამონახსნის გაგრძელება ],[,)( 103  +− tttKti , რომელიც 

აკმაყოფილებს პირობას 

 

                                                  ],[,)( 10  +− tttMti
 . 

                                        

აქედან გამომდინარეობს ,...2,1),( =iti  მიმდევრობების თანაბარ-ხარისხოვნად 

უწყვეტობა  (იხ. ლემა 2.4). არცელა-ასკოლის ლემის თანახმად, ამ მიმდევრობიდან 

შეიძლება გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა, რომელსაც კვლავ აღვნიშნავთ  

,...2,1),( =iti   ამრიგად,  

 

                                              )()(lim 0 tti
i

 =
→

 თანაბრად  ],[ 10  +− tt -ზე.   
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შემდეგ, ,...2,1),( =iti  მიმდევრობიდან შეიძლება გამოვყოთ სუსტად კრებადი 

ქვემიმდევრობა (იხ.ლემა 2.5), რომელსაც კვლავ აღვნიშნავთ  ,...2,1),( =iti        

 

                  )()(lim tti
i

 =
→

   სუსტად   ],[ 10  +− tt -ze. 

ცხადია, 

           
−−

→→
+−=+−==

t

t

t

t

ii
i

i
i

dsstdssttt




00

)()(])()([lim)(lim)( 0000
 . 

ამრიგად,  )()(0 tt  =  ე.ი. 

                                                        

                                )()(lim 0 tti
i

  =
→

 სუსტად   ],[ 10  +− tt -ze. 

შემდეგ,  

 

  dssusthssfsthsAtt

t

t

ii ]))(),)(,,(),(,())(,,()([)()(

0

00000000  −+−+=    

                          

                              )()( tt ii  ++ ,                                               (3.2) 

სადაც 

 

                  dsst

t

t

i =
0

)()(  , )])(,,())(,,()[()( 0000  −−−= sthsthsAs iii
 , 

                                                         dsst

t

t

ii =
0

)()(  , 

       

))(),)(,,(,,())(),)(,,(),(,()( 00000 susthsftusthssfs iiiiii  −−−= . 

 

პირველ რიგში გარდავქმნათ ],[),( 10 tttti  . შემოვიღოთ  აღნიშვნები: 

 

                       0001 ,min  ++= tt ii ,  0002 ,max  ++= tt ii . 

 

ვთქვათ, ),[ 10 itt  , მაშინ 0ts i −  და 00 ts − როცა ),[ 10 its  . ამ შემთხვევაში 

გვექნება   
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                   )]()()[()( 0 −−−= sssAs ii . 

ამრიგად,  

         |)()()()(||)]()()[(||)(|
0

0000

00 dsssAdsssAdssssAt

t

t

t

t

i

t

ii

i

i

t












−

−

−

−

+−+=−−−=  

                          dsssAdsssAdsssA
i

i

t

t

i

t

t

i

t

t

i )()()()()()(|

0

0

00

00

0











−

−

−

−

+++++=  

                                               |)()()()(
0

0

0

00

00 dsssAdsssA

t

t

t

t








−

−

+−+−  

                   ||)()(||||)()(||||)()(||
01

0

1

0

00

0

0 dsssAdsssAdsssA
iii

i tt

i

t

t

i 






−−−

−

+++++  

                                            dsssAsA

t

t

i |)(||)()(||
0

00

0 



−

+−++ . 

პირველი, მეორე და მესამე ინტეგრალები მიისწრაფიან ნულისკენ, რადგანაც საზღვრების 

სხვაობა მიისწრაფის ნულისკენ, ხოლო ინეგრალქვეშა  ფუნქციები შემოსაზღვრულია.  მე-

4 ინტეგრალი მიისწრაფის ნულისკენ, რადგანაც  )(s  შემოსაზღვრულია და  

 

                                                               .0|)()(| 0 →+−+  sAsA i  

ამრიგად,  

                                                                      0)(max
],[ 10

→


ti
tt i




. 

ვთქვათ,  ],[ 21 iit   მაშინ   

                ||)(|||)(||)()(||)(|
2

11

11 dssdsst
i

ii

iii

t

iiii  ++=





  

ე. ი. 

                                  0)(max
],[ 21

→


ti
t ii




. 

 

ვთქვათ, ],[ 12 tt i  მაშინ 0ts i −  და 00 ts − როცა ],[ 12 ts i . ამ შემთხვევაში 

გვექნება   

                   )]()()[()( 00  −−−= sssAs iii
 . 

ამრიგად,  

                     |)(||)()(||)(| 22

2

ii

t

iiii dsst

i




+=   
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|)()()()(||)(||)]()()[(| 00200

0

0222

dsssAdsssAdssssA

t

i

t

iiiii

i

i

ii

t

i











 
−

−

−

−

+−++=−−−+

 

      dsssAdsssAdsssA i

t

t

ii

t

t

ii

t

iii

i

ii

)()()()()()(||)(|

0

0

0

0

2

21 









 
−

−

−

−

++++++  

                                            |)()()()( 0000

0

0

0

02

dsssAdsssA

t

t

t

i







 
−

−

+−+−  

||)()(||||)()(||||)()(|||)(| 002

0

02

1

00

0

2

dsssAdsssAdsssA

i

ii

ii

i

t

ii

t

iii 









 
−

−

−−

++++++  

 

                                            |)]()()()([| 00

0

0

dsssAssA

t

t

ii 




−

+−++ . 

პირველი შესაკრები მიისწრაფის ნულისკენ, მე-2, მე-3 და მე-4 შესაკრებები მიისწრფის 

ნულისკენ, რადგანაც საზღვრების სხვაობა მიისწრაფის ნულსკენ, ხოლო ინტეგრალქვეშა 

ფუნქციები შემოსაზღვრულია. ბოლო ინტეგრალისთვის გვექნება  

                       ||)(||)()(|||)]()()()([|
1

0

0

0

000 dsssAsAdsssAssA i

t

t

i

t

t

ii 



  +−++−+

−

 

                                             |)]()()[(| 00

0

0

dssssA

t

t

i 




−

−++ . 

,...2,1),( =isi  შემოსაზღვრულია და სუსტად მიისწრაფის )(si  ამიტომ ეს ინტეგრალები 

მისწრაფიან ნულისკენ, ე.ი.  

                                                              0)(max
],[ 12

→


ti
tt i




. 

საბოლოოდ გვექნება 

 

                           |)(| ti )(max
],[ 10

ti
tt i




)(max
],[ 21

ti
t ii




+ 0)(max
],[ 12

→+


ti
tt i




. 

ამრიგად,   

                                                    0)( →ti   თანაბრად  ],[ 10 tt -ზე. 

 

შევაფასოთ )(ti , შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

 

                              0001 ,min  ++= tts ii ,    0002 ,max  ++= tts ii . 
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 გვაქვს    

 

                iii

s

i

s

s

i

s

t

ii dssdssdsst

i

i

i

i

321

0

2

2

1

1

0

)()()()( 



++=++  . 

 

გარდავქმნათ i1 :   ვთქვათ  001 += tsi  ე. ი. 00 − i , მაშინ გვექნება 

                                                              =i1 dss

t

t

i
+ 00

0

)(



 . 

ამ შემთხვევაში როცა ),( 000 + tts , მაშინ  ),ˆ(),( 0000 ttts iii  −+−−  და  

),ˆ(),( 00000 ttts  −− . ამიტომ  ],[),( 000  + ttssi  ექნება სახე   

 

                  )).(),(),(,())(),(),(,( 00 susssfsusssf iiii  −−−                         (3.3) 

 

ფუნქცია  ),,,( 21 uxxsf  თანაბრად უწყვეტია  UKI  2

3  ამიტომ   

 

0)]),(),(,()),(),(,([lim 00 =−−−
→

usssfusssf ii
i

  თანაბრად  

Uttus + ],[),( 000  . 

ამრიგად,  

 

0)(lim =
→

si
i

   თანაბრად  ],[ 000 + tts . 

ე. ი. 

                                                          0lim 1 =
→

i
i

 .                                                   (3.4) 

 

ახლა ვთქვათ, ii ts += 01  ე.ი. 00 − i , როცა ),( 00 itts + , მაშინ  

),ˆ(),( 000 ttts ii  −−  და ),ˆ(),( 000000 ttts i  −+−− . ანალოგიური 

მსჯელობით დავასკნით, რომ   როცა ),( 00 itts +  მაშინ  )(ti -ს ექნება კვლავ (3.3)  სახე. 

მივიღებთ   
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      =2i  →→−−− 
++

idssusssfsusssfdss

t

t

iiii

t

t

i

i

,0)(),(),(,())(),(),(,()(
00

0

0

0

00





.    

ამრიგად (3.4) ტოლობა სამართლიანია ყველა შემთხვევაში. შემდეგ, )(si   შემოსაზღვრუ-

ლია  ამიტომ   

                                                     0lim 2 =
→

i
i

 .                                               (3.5) 

 

ახლა გარდავქმნათ i3 : ვთქვათ 0002  ++= tts ii , თუ its + 0  მაშინ 

000 , tsts i −−  . მივიღებთ 

 

dssusssfsusssf

t

t

iiiiii

i


+

−−−=
1

0

)(),(),(,())(),(),(,( 0003



 . 

 

ვიგულისხმოთ, რომ   −−+ 000 tt i . ცხადია რომ თუ 00 + ts მაშინ  −− 0ts i  და  

 −− 00 ts აქედან გამომდინარე შეგვიძლია დავწეროთ   

 

                   dssusssfsusssf

t

t

iiiiii 
+

−−−
1

00

)(),(),(,())(),(),(,( 0003



 . 

გვაქვს,    

 

                )()()()()()( 000000  −−−+−−−=−−− ssssss iiiiii  

                    

                         





d

s

s

i

i


−

−

=
0

)( + 0)()( 00 →−−−  ss ii  როცა  →i . 

ამ შემთხვევაში 03 →i . ვთქვათ ii tts  ++= 0002 , თუ 00 + ts  მაშინ 

000 tts ii =−+−  . 00000 tts =−+−  , მივიღებთ 

 

               .0)(),(),(,())(),(),(,(
1

00

0003 →−−−= 
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ამრიგად, ორივე შემთხვევაში  03 →i . (3.4) -(3.5) პირობებისა და  უკანასკნელის 

გათვალისწინებით  დავასკვნით, რომ  0)( →ti  თანაბრად ],[ 10 ttt . 

გადავიდეთ ზღვარზე  (3.2)-ში  მივიღებთ 

 

 

      dssusxsxsfdssxsAttx
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t

t

i
i  −+−+=

→
0 0

))(),(),(,(lim)()()()( 0000000   ,     (3.6) 
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ხოლო ).,ˆ[),()( 00 ttttx  =   შემოვიღოთ  აღნიშვნები  

 

                          UuusxsxsfsP −= :)),(),(,()( 000  , ))(),(),(,()( 000 susxsxsfsp ii −= . 

 

ცხადია, რომ   

 

                                               )],,([)( 001

n

xi RtLp   , )()( sPspi  . 

 

,...2,1),( =ispi  მიმდევრობა თანაბრად-შემოსაზღვრულია, ამიტომ მისგან შეიძლება 

გამოვჱოთ  სუსტად კრებადი ქვემიმდევრობა (იხ.ლემა 2.5), რომელსაც კვლავ აღვნიშნავთ 

,...2,1),( =ispi . ამრიგად 

                                                            )()( spspi →  სუსტად ],[ 00 t -ზე . 

 

თეორემა 2.4   თანახმად  )()( sPsp   და  არსებობს  )(0u  ისეთი რომ  

 

                                            ].,[),(),(),(,()( 000000  tssusxsxsfsp −=  
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 უკანასკნელის  გათვალისწინებით (3.6) -დან მივიღებთ 
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ცხადია, Wuw = ))(,,( 0000   და  მისი შესაბამისი  ამონახსნი არის   ],ˆ[),( 10 tttx  .          . 

   ახლა დავამტკიცოთ, რომ 00 Ww   და იგი ფუნქციონალს ანიჭებს  მინიმალურ მნიშნე-

ლობას. 0Wwi    ამიტომ  შესაბამისი ამონახსნი )(0 tx  აკმაყოფილებს პირობებს : 

                                                     

                                      ],[,0))(,( 10 ttttxt i  ,  .0))(( 1 = txi  

 

გადავიდეთ ზღვარზე  მივიღებთ 

  

                                     ],[,0))(,( 100 ttttxt   ,  .0))(( 10 = tx          

 

00 Ww   ე. ი. იგი არის დასაშვები. 

 

                              )).(,,())(,,(lim)(limˆ
10001 txtxw iii

i
i

i
 ===

→→
 

 

ამრიგად , 0w  ანიჭებს ფუნქცინალს მინიმალურ მნიშვნელობას ე. ი. იგი არის ამოცანის  

ამონასნი. 
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$ 4  თეორემა 1.2-1.4   დამტკიცება  

 

თეორემა 1.2-ის დამტკიცება . თეორემის  დასამტკიცებლად  საკმარისია  შევამოწმოთ 

                          თეორემა 1.1 -ის 1.3 პირობის მართებულობა, ცხადია რომ დანარჩენი პირობების  

შესრულება უზრუნველყოფილია. ადვილი საჩვენებელია, რომ 1.3 პირობა 

გამომდინარეობს 1.5 პირობიდან. მართლაც, ვთქვათ  ),,(, 21121 xxtPzz  ნებისმიერი 

წერტილებია. ),,( 211 xxtP  სიმრავლის განმარტების ძალით არსებობენ წერტილები 

Uuu 21, ისეთი რომ ადგილი აქვს ტოლობებს: 

                            
121211 ),,(),,( uxxtBxxtAz += , 

221212 ),,(),,( uxxtBxxtAz += . 

 

ნებისმიერი ]1,0[  გვაქვს   

 

                      ].)1()[,,(),,()1( 21212121 uuxxtBxxtAzz  −++=−+  

 

U  სიმრავლის ამოზნექილობის  გამო დავასკვნით, რომ Uuu −+ 21 )1(  . ამრიგად, 

 

                            ),,(),,(),,()1( 2113212121 xxtPuxxtBxxtAzz +=−+  , 

 

ე. ი.  სიმრავლე  ),,( 211 xxtP  ამოზნექილია. ანალოგიურად მტკიცდება ),,( 212 yytP  სიმრა-

ვლის ამოზნექილობა. თეორემა 1.1-ის ყველა მოთხოვნა შესრულებული, ამიტომ 

ამონახსნის არსებობა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.3-ის დამტკიცება. თეორემის დასამტკიცებლად  საკმარისია  შევამოწმოთ თეო-

რემა 1.2 -ის 1.6 პირობის მართებულობა, ცხადია რომ დანარჩენი პირობები  

შესრულებულია. ამისათვის გამოვიყენოთ კოშის ფორმულა (იხ. თეორემა 

2.1 ). ჩვენს  შემთხვევაში  გვექნება შემდეგი  კოშის ამოცანა  
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კოშის ფორმულის ძალით  გვექნება   
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სადაც ),,;(),,,;(  tsYts  არის  მატრიც-ფუნქციები  განზომილებით nn , ისინი  

აკმაყოფილებენ განტოლებათა  სისტემას  წინმსწრები არგუმენტით 
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და პირობას  

                        






=
==

,,

,,
),,;(),,;(

ts

tsE
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სადაც   E  ერთეულოვანი  მატრიცაა, ხოლო   ნულოვანი მატრიცა. 

U  სიმრავლის შემოსაზღვრულობის გამო არსებობს  რიცხვები  0   ისეთი  რომ 

 

                                              .)(,:)(sup = uIttuu      

 

შევაფასოთ   ],ˆ[:)(sup)ˆ( 1tttxx  = .  ცხადია, რომ  

 

 + )()ˆ( 0txx 10111110 )()(  =−++++ ttCYhAYdBYt  

  

 (იხ.  თეორემა  2.2 ) , სადაც    

 

                 ],ˆ[:)(sup btt  = ,   ],ˆ[:)(sup btt  = ; 

                    = ),,,(:),,;(sup  tstsYY ,  = ),,,(:),,;(sup  tsts ; 
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                         ],[: 1011 tttBB = ,   ],[: 10 tttAA =  ,  ],[: 1011 ttCC = .                                           

 

ამრიგად, ამ  შემთხვევაში  
1K  როლში  შეიძლება ავიღოთ  სიმრავლე  1:  xRx n

x
. 

თეორემა   1.2-ის ყველა პირობა შესრულებულია. აქედან გმომდინარე ამონახსნი 

არსებობს.  

თეორემა 1.4-ის დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები 
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              ,))(),(()(ˆ 0 Ttxtxtx = TsAsatA ))()(()(ˆ 0= ,  TffF ),( 0= . 

 

ამ აღნიშვნებში  ამოცანა ინტეგრალური ფუნქციონალით  შეიძლება  ასე ჩაიწეროს :   
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                                                ],[,0))(,( 10 ttttxt  , ,0))(( 1 = tx  

 

                                                                       .min)( 1

0 →tx  

                                                                                                           

ეს  ამოცანა  არის   (1.1)-(1.5)  ამოცანის კერძო  შემთხვევა, რომლისთვის შესრულებულია  

თეორემა 1.1 -ის პირობები.  ამრიგად, ამონახსნის არსებობს. 
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დასკვნა   

 

   კვაზიწრფივი ნეიტრალური ოპტიმალური ამაცანისთვის მუდმივი დაგვიანებებით,  
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არსებობა. ძირითადი შედეგი დაკონკრეტებულია წრფივი და არსებითად-წრფივი 

ნეიტრალური ამოცანებისთვის. 
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