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ანოტაცია 

 

  არაწრფივი ორსაფეხურიანი ოპტიმალური ამოცანისთვის ფაზურ კოორდინატებში მუდმი-

ვი დაგვიანების პარამეტრებით, წყვეტილი შუალედური პირობით და შეზღუდვებით ფაზურ 

კოორდინატებზე, ზოგადი სასაზღვრო პირობით და ფუნქციონალით  დამტიკიცებულია  ამ-

ონახსნის არსებობის თეორემა.ამონახსნის ქვეშ იგულისხმება დაგვიანების პარამეტრების, სი-

სტემის საფეხურის ცვლილების მომენტის და მართვების ერთობლიობა.მიღებული შედეგი 

დაკონკრეტებულია კვაზიწრფივი და  წრფივი ამოცანებისთვის, აგრეთვე  ოპტიმალური ამო-

ცანისთვის ინტეგრალური ფუნქციონალით. 
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Summary 

 

  The  existence  theorem is proved for the nonlinear two-stage optimal problem with the constant 

delay parameters in the phase coordinates, with the discontinuous intermediate condition and   the  

phase restrictions, with the general boundary condition and functional. Under solution we imply the 

collection of delay parameters and moment of change stage of system and controls. The result 

obtained here is concretized for the quasi-linear and linear problems, for the optimal problem with 

the integral functional also. 
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შესავალი 

 

   ვთქვათ 
1100 tt    მოცემული რიცხვებია და ვთქვათ ],,[),( 10 ttttS   ახასიათებს  

სისტემის მდგომარეობას  დროის t  მომენტში, სადაც ),( 10    ფიქსირებული  

მომენტია. სისტემას  ეწოდება ორსაფეხურიანი, თუ  
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და    მომენტში არსებობს კავშირი სისტემის )()( 1   SS  და )()( 2   SS  მდგომარე-

ობებს შორის.  -ს ეწოდება სისტემის საფეხურის ცვლილების (გადართვის) მომენტი. მაგა-

ლითად,   შეიძლება იყოს საფეხურის მოცილების შედეგად საფრენი აპარატის მასის ან 

ინვესტიციის მოცულობის ცვლილების მომენტი.  

    ნაშრომში, განხილულია ოპტიმალური ამოცანა ორსაფეხურიანი სამართი სისტემისთვის, 

რომლის საფეხურების მოძრაობის კანონი  აღიწერება  დაგვიანების ფაქტორის შემცველი ანუ 

დაგვიანებულ არგუმენტიანი დიფერენციალური განტოლებებით. აღნიშნული განტოლებე-

ბით, როგორც წესი, აღიწერება პროცესები რომელთა მდგომარეობა მოცემულ მომენტში 

დამოკიდებულია  სისტემის   ყოფაქცევაზე წარსულში. საფეხურებიან ოპტიმალური ამოცანე-

ბის გამოკვლევას ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების თვალსაზრისით მრავალი 

ნაშრომი მიეძღვნა, მათ შორის [1-11].  სამაგისტრო ნაშრომში, ამონახსნის არსებობის თვა-

ლსაზრისით, განხილულია  ოპტიმალური ამოცანა  რომელიც  შედგება შემდეგი კომპონე-

ნტებისგან:   

        1) ორსაფეხურიანი სამართი  დაგვიანებულ არგუმენტიანი დიფერენციალურ განტო-

ლებათა  სისტემა  
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2) უწყვეტი საწყისი  პირობა  (1)  განტოლებისთვის  
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      3)  წყვეტილი შუალედური პირობა  ანუ  წყვეტილი საწყისი პირობა (2) განტოლებისთვის   

         

                   ),,[,)()( 10  httty  ))(,()(  xqy  , sadac   )(   xx ; 

 

4) შეზღუდვები  ფაზურ კოორდინატებზე 
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და პირობა  ტრაექტორიების ბოლოებზე 
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l  , )),(),...,,((),( 21 ytytyt
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0  ვექტორული უტოლობის ქვეშ იგულისხმება, რომ  1,1,0 lii   ;  

5) ფუნქციონალი 
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რომლის მინიმიზაცია ხდება დასაშვებ ))(),(,,,(  vuw   ელემენტების მიმართ  

 

                                                ],[],[],[ 212121 hhddW   

 

კლასიდან. w  ელემენტს  ეწოდება დასაშვები თუ  შესრულებულია 2)-4)  პირობა. 1)-ის (1) 

განტოლების ამონახსნი (პირველი საფეხურის ტრაექტორია) );()( wtxtx  , 2) უწყვეტი 

საწყისი  პირობით,  აღწერს სისტემის  ],[),( 01 tttS  , მდგომარეობას-პირველ საფეხურს.  2) 

პირობას ეწოდება უწყვეტი, რადგანაც ყოველთვის )()( 00 ttx  . (2)  განტოლების ამონახსნი 

(მეორე საფეხური ტრაექტორია) );()( wtyty  , 3) წყვეტილი შუალედური პირობით, აღწერს 
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სისტემის ],,[),( 12 tttS   მდგომარეობას-მეორე საფეხურს. 3) პირობას ეწოდება წყვეტილი 

შუალედური პირობა, რადგანაც საზოგადოდ ))(,()(  xqy  . 4) არის შეზღუდვები პირველ 

და მეორე  საფეხურის ტრაექტორიებზე. 

 ოპტიმლური ამოცანა: W კლასში ვიპოვოთ ისეთი Ww 0
ელემენტი, რომლის შესაბამისი 

ტრაექტორიები აკმაყოფილებენ 1)-4)  შეზღუდვებს და 5)  ფუნქციონალს ანიჭებს მინიმალურ 

მნიშვნელობას. Ww 0
 ეწოდება  ამოცანის ამონახსნი (ოპტიმალური ელემენტი). ამრიგად, 

ამოცანის  ამონახსნის მოძებნა გულისხმობს   და    დაგვიანების  პარამეტრების, გადა-

რთვის   მომენტის, )(tu  და )(tv მართვების ოპტიმალურად არჩევა. 1)- 5) ამოცანას ეწოდება 

დაგვიანების ფაქტორის შემცველი ორსაფეხურიანი ოპტიმალური ამოცანა. ნაშრომში,  [12]-

ში გადმოცემული მეთოდით,  დამტკიცებულია 1)-5) ამოცანის ამონახსნის არსებობა 

ელემენტთა W  კლასში (თეორმა 1.1-ძირითადი შედეგი), სადაც   და   არის, შესაბამისად, 

ზომადი )(tu  და )(tv  ფუნქციების სიმრავლე მნიშvნელობებით r

uRU   და k

vRV   კომპა-

ქტური სიმრავლეებიდან. გარდა ამისა, ძირითადი შედეგი დაკონკრეტებულია კვაზიწრfივი 

და წრფივი ოპტიმალური ამოცანebisთვის (თეორემა 1.2 და 1.3), აგრეთვე ამოცანისთვის 

ინტეგრალური ფუნქციონალით (თეორემა 1.4). [13, 14]-ში და [12]-ში  ამონახსნების არსებო-

ბის საკითხი გამოკვლეულია საფეხურებიანი ოპტიმალური ამოცანებისთვის ფიქსირებული 

და არაფიქსირებული დაგვიანების პარამეტრების შემთხვევაში. [12]-გან განსხვავებით, 

ნაშრომში სიახლეს წარმოადგენს ის გარემოება, რომ აქ შუალედური პირობა წყვეტილია და  

ტრაექტორიები აკაყოფილებენ  ფუნქციონალურ შეზღუდვებს.ნაშრომის პირველ პარაგრაფში 

დასმულია ოპტიმალური ამოცანა და  მოყვანილია ძირითადი შედეგები ოთხი თეორემის სა-

ხით. მე-2 პარაგრაფი ეხება დამხმარე დებულებებს, რომლებიც არსებითად გამოიყენება თეო-

რემების დასამტკიცებლად. სახელდობრ, აქ დამტკიცებულია თეორემა ამონახსნის გაგრძე-

ლებადობის შესახებ. მე-3 პარაგრაფში, დამტკიცებულია  თეორემა 1.1. მე-4  პარაგრაფში, ამო-

ნახსნის არსებობის  თეორემები დამტკიცებული კვაზიწრფივი და წრფივი ამოცანებისთვის 

და ამოცანისთვის ინტეგრალური ფუნქციონალით. ნაშრომის ბოლოში მოცემულია დასკვნა 

და   ლიტერატურის ნუსხა. ნაშრომში მიღებული შედეგები, თეზისის სახით გამოქვენებულია 

ილია ვეკუას სახელობის გამოყენებითი მათემატიკის ინსტიტუტის სემინარის XXXIV 

საერთაშორისო გაფართოებული სხდომების თეზისების ელექტრონულად გამოცემულ 

კრებულში [14]  (http://www.viam.science.tsu.ge/enlarged/2020/).  
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$ 1.   ამოცანის  დასმა. ძირითადი შედეგების ფორმულირება 

 

  ვთქვათ btta  1100  ,
100 dd   და 

100 hh   მოცემული რიცხვებია, ისეთი რომ 

შესრულებულია პირობები   

 

                            .,, 111010010   htthtd   

 

n

xR -ით აღვნიშნოთ Tnxxx ),...,( 1 ვექტორთა (წერტილთა) n -განზომილებიანი სივრცე 

ნორმით 

                                                                    



n

i
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22
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სადაც T აღნიშნავს ტრანსპონირების ოპერაციას. ვიგულისხმოთ, რომ  n

xRO   და m

yRY   

სიმრავლეები არის ღია , ხოლო  r

uRU   და k

vRV  - კომპაქტური. განვიხილოთ  ფუნქციები  

 

                                    ,)),,,(),...,,,,((),,,( 2121

1

21

Tn uxxtfuxxtfuxxtf   
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                    Tm vyytgvyytgvyytg )),,,(),...,,,,((),,,( 2121

1

21  , 

 

რომლებიც უწყვეტია UOa  2

1],[   და VYb  2

0 ],[ სიმრავლეებზე, შესაბამისად, და 

უწყვეტად წარმოებადია  Oxx 21,  და Yyy 21,  ცვლადების მიმართ.  -თი აღვნიშნოთ 

ზომად  ],[,)( 10 ttUtu   ფუნქციების სიმრავლე, ხოლო  -თი -ზომად  ],[,)( 10 ttVtv   

ფუნქციების სიმრავლე.  

    ყოველ    ],[],[],[))(),(,,,( 101010 hhddWvuw   ელემენტს შევუსაბამოთ 

  და   დაგვიანების შემცველი  ორსაფეხრიანი დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა  

 

                                                








],[)),(),(),(,()(

],,[)),(),(),(,()(

1

0

tttvtytytgty

tttutxtxtftx








                            (1.1) 

 

უწყვეტი საწყისი  პირობით 

 

                                                  ],ˆ[),()( 0ttttx                                                                (1.2) 
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და წყვეტილი შუალედური პირობით   

 

                            ),,ˆ[),()(   ttty )()()),(,()(   xxxgy  ,                    (1.3)                 

 

სადაც  O],ˆ[: 0 ,   Y],ˆ[: 1   და  YOq ],[: 10   უწყვეტი მოცემული ფუნ-

ქციებია,  
10

ˆ dt  , ხოლო  
10

ˆ h . (1.1) სისტემაში პირველი განტოლება აღწერს ობი-

ექტის პირველ საფეხურს, ხოლო მე-2 განტოლება- მე-2 საფეხურს,  ],[ 10    ეწოდება  

საფეხურის ცვლილების მომენტი. ))(,()(  xqy   პირობა ერთმანეთთან აკავშირებს 

საფეხურებს.   

 

განსაზღვრება 1.1. ვთქვათ Wvuw  ))(),(,,,(  ფიქსირებული ელემენტია. ფუნქციათა  

წყვილს  

 

                    ],ˆ[),;()(];,ˆ[),;()()( 1ttwtytytwtxtxwS     

 

ეწოდება (1.1)  ორსაფეხურიანი  სისტემის ამონახსნი  ან  w  ელემენტის შესაბამისი ამონა-

ხსნი, თუ  ფუნქცია ],ˆ[,)(  tOtx , ხოლო ],ˆ[ 0t  ინტერვალზე  აკმაყოფილებს (1.2)  

საწყის პირობას, ],[ 0 t  მონაკვეთზე იგი აბსოლუტურად უწყვეტია და  თითქმის ყველგან (თ. 

ყ.) ამავე მონაკვეთზე აკმყოფილებს (1.1) სისტემის პირველ განტოლებას. ფუნქცია 

],ˆ[,)( 1ttYty  , ხოლო ],ˆ[   ინტერვალზე აკმაყოფილებს  (1.3)  შუალედურ პირობას, 

],[ 1t  მონაკვეთზე იგი აბსოლუტურად უწყვეტია და თ. ყ. ამავე მონაკვეთზე აკმაყოფილებს 

(1.1) სისტემის მეორე განტოლებას. 

 

განსაზღვრება 1.2. Ww ელემენტს  ეწოდება დასაშვები, თუ არსებობს  შესაბამისი ამონა-

ხსნი )(wS , რომლიც აკმაყოფილებს  ფაზურ შეზღუდვებს 

 

                                                            








],,[,0))(,(

],,[,0))(,(

1

0

tttyt

tttxt




                                          (1.4) 

 

და პირობას  ტრაექტორიის ბოლოებზე  

 



 10 

                                                                  ,0))(),(( 1  tyx   

 

სადაც )),(),...,,((),( 11 xtxtxt
l  , )),(),...,,((),( 21 ytytyt

l   ვექტორ ფუნქციები, შესაბა-

მისად, უწყვეტია Ot ],[ 10   და Yt ],[ 10 სიმრავლეებზე; )),(),...,,((),( 31 yxyxyx
l

   

უწყვეტია Y -ზე; 0  და 0  ვექტორული უტოლობების ქვეშ იგულისხმება, რომ  

1,1,0 lii   და  2,1,0 ljj  . დასაშვებ ელემენტების სიმრავლე აღვნიშნოთ 
0W . ვთქვათ 

),,,,( yx  არის YOhhdd  ],[],[ 1010
 სიმრავლეზე უწყვეტი სკალარული ფუნქცია. 

განვიხილოთ ფუნქციონალი )).(),(,,,()( 1tyxw    

 

განსაზღვრება 1.3.  0000000 ))(),(,,,( Wvuw    ელემენტს ეწოდება ოპტიმალური  თუ  

ნებისმიერი 0Ww ელემენტისთვის ადგილი აქვს უტოლობას  

 

                    ))(),(,,,()())(),(,,,()( 110000000 tyxwtyxw   ,                   (1.5) 

 

სადაც  ),;()( 00 wtxtx  ).;()( 00 wtyty   

 

(1.1)-(1.5) ამოცანას ეწოდება დაგვიანების ფაქტორის შემცველი ორსაფეხურიანი ოპტიმა-

ლური ამოცანა, ხოლო  0w  ეწოდება  მისი ამონახსნი. ნაშრომის მიზანია ამოცანის ამონახსნის 

არსებობის საკითხის გამოკვლევა. ქვემოთ მოყვანილ თეორემებში დადგენილია საკმარისი 

პირობები, რომლებიც უზრუნველყოფენ ამონახსნის არსებობას. 

 

თეორემა 1.1.  ორსაფეხურიანი ოპტიმალური ამოცანის ამონახსნი 0w  არსებობს, თუ შესრუ-

ლებულია შემდეგი პირობები:  

 

1.1.  0W  სიმრავლე არაცარიელია; 

 

1.2. არსებობს კომპაქტური სიმრავლეები  OK 1 და YM 1 ისეთი  რომ  ნებისმიერი 

0Ww შესაბამისი  ],ˆ[),(];,ˆ[)()( 1tttyttxwS     ამონახსნისთვის შესრულებუ-

ლია პირობები:  

 

                                                  ];,ˆ[)(],,ˆ[,)( 111 ttMtytKtx    
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1.3. ყოველი ფიქსირებული 2

1021 ],[),,( Otxxt   და 2

1021 ],[),,( Ytyyt   წერტილები- 

სთვის, შესაბამისად, სიმრავლეები 

 

                  UuuxxtfxxtP  :),,,(),,( 21211
 და  VvvyytgyytP  :),,,(),,( 21212

 

 

ამოზნექილია. 

 

თეორემა 1.1, [12]-ში მოყვანილი მეთოდით, დამტკიცებულია  მე-3  პარაგრაფში. ქვემოთ მო-

ყვანილი თეორემები არის თეორემა 1.1-ის  შედეგი და ისინი დამტკიცებულია  მე-4  პარაგრა-

ფში. 

 

თეორემა 1.2.   ვთქვათ  შესრულებულია შემდეგი პირობები: 

 

1.4.  0W  სიმრავლე არაცარიელია; 

 

1.5. ),,,( 21 uxxtf  და ),,,( 21 vyytg  ფუნქციებს  აქვთ სახე  

 

uxxtBxxtAuxxtf ),,(),,(),,,( 212121  ,  vyytDyytCvyytg ),,(),,(),,,( 212121  , 

 

სადაც A და C შესაბამისი განზომილების  ვექტორ-ფუნქციებია, ხოლო  B და D შესაბამისი 

განზომილების მატრიც-ფუნქციები;  

 

1.6. არსებობს კომპაქტური სიმრავლეები  OK 1 და YM 1 ისეთი  რომ  ნებისმიერი 

0Ww შესაბამისი  ],ˆ[),(];,ˆ[)()( 1tttyttxwS     ამონახსნისთვის შესრულებულია 

პირობები:  

                                                  ];,ˆ[)(],,ˆ[,)( 111 ttMtytKtx    

 

1.7. სიმრავლეები U და V ამოზნექილია. 

მაშინ კვაზიამოზნექილ ოპტიმალურ ამოცანას აქვს ამონახსნი. 

 

თეორემა 1.3.   ვთქვათ  შესრულებულია შემდეგი პირობები: 
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1.8.  
0W  სიმრავლე არაცარიელია; 

 

1.9. ),,,( 21 uxxtf  და ),,,( 21 vyytg  ფუნქციებს  აქვთ სახე 

 

,)()()(),,,( 1211121 utCxtBxtAuxxtf  ;)()()(),,,( 2221221 vtCytBytAvyytg   

 

1.10. სიმრავლეები U და V ამოზნექილია. 

მაშინ წრფივ ოპტიმალურ ამოცანას აქვს ამონახსნი. 

 

  ახლა  განვიხილოთ  ამოცანა,  სადაც  )(w  შეცვლილია ინტეგრალური ფუნქციონალით 

 

                               







0

1

))(),(),(,())(),(),(,( 00

t

t

dttvtytytgdttutxtxtf , 

 

სადაც ROtf  2

10

0 ],[:  , RYtg  2

10

0 ],[:   უწყვეტი ფუნქციებია. შემოვიღოთ აღნი-

შვნები: TffF ),( 0 ,  TggG ),( 0 . 

 

თეორემა 1.4.  ორსაფეხურიანი ოპტიმალური ამოცანისთვის, ინტეგრალური ფუნქციონა-

ლით,  არსებობს ამონახსნი 0w  თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები:  

 

1.11.  0W  სიმრავლე არაცარიელია; 

 

1.12. არსებობს კომპაქტური სიმრავლეები  OK 1  და YM 1 ისეთი  რომ  ნებისმიერი 

0Ww შესაბამისი  ],ˆ[),(];,ˆ[)()( 1tttyttxwS     ამონახსნისთვის შესრულებულია 

პირობები:  

 

                                                  ;],ˆ[)(],,ˆ[,)( 111 ttMtytKtx    

 

1.13. ყოველი ფიქსირებული 2

1021 ],[),,( Otxxt   და 2

1021 ],[),,( Ytyyt   წერტილები- 

სთვის, შესაბამისად, სიმრავლეები 
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                                           UuuxxtF :),,,( 21
 და  VvvyytG :),,,( 21

 

ამოზნექილია 

 

$ 2.   დამხმარე დებულებები 

 

  ვთქვათ ],[),(),( 10 tttBtA  , უწყვეტი მატრიც-ფუნქციებია განზომილებით nn , ხოლო  

)(tf - ზომადი  შემოსაზღვრული n  განზომილებიანი  სვეტ-ვექტორ-ფუნქცია, n

xRx 0
  

mocemuli wertilia. ყოველი ],[ 10 dd  დაგვიანების პარამეტრისთვის კოშის ამოცანას  

 

                          








000 )(),,ˆ[),()(

)()()()()()(

xtxttttx

tftxtBtxtAtx




                         (2.1) 

 

აქვს ერთადერთი ამონახსნი ],ˆ[),;( 1 ttx . 

 

Teorema 2.1 . ყოველი ],[ 10 dd   (2.1) ამოცანის  ამონახსნი ],[ 10 t  მონაკვეთზე წარმო-

იდგინება ფორმულით  

 

 


t

t

t

t

dssftsYdsssBtsYxttYtx

0

0

0

)(),;()()(),;(),;();( 00 


, (კოშის ფორმულა) 

 

სადაც ),;( tsY  არის  მატრიც-ფუნქცია  განზომილებით nn , იგი  აკმაყოფილებს 

განტოლებას  

                           ],[),(),;()(),;(),;( 0 ttssBtsYsAtsYtsY
s





   (2.2)           

და პირობას  

                           









,,

,,
),;(

ts

tsE
tsY                                (2.3)   

 

სადაც   E  ერთეულოვანი  მატრიცაა, ხოლო   ნულოვანი მატრიცა. 

დამტკიცება. ვთქვათ ],( 10 tt  და ],[ 0 tts . gantolebis  
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               ],[),()()()()()( 0 ttssftxsBsxsAsx    

 

ორივე მხარე გავამრავლოთ  (2.3) თვისების მქონე  ),;( tsY  მატრიცზე, რომელიც აკმა- 

ყოფილებს (2.2) განტოლებას, და ვაინტეგროთ მიღებული ტოლობა  მონაკვეთზე   ],[ 0 tt ,  

მივიღებთ 

 

               

t

t

t

t

dssfsxsBsxsAtsYdssxtsY

0 0

.)()()()()(),;()(),;(       (2.4) 

 

ფუნქცია ),;( tsY  აბსოლუტურად უწყვეტია s -ის მიმართ, ამიტომ ნაწილობითი ინტე-

გრების ძალით  და  (2.3) პირობის გათვალისწინებით გვექნება  

 

                 .)(),;(),;()()(),;(

0 0

00 dssxtsY
s

xttYtxdssxtsY

t

t

t

t

  


     (2.5) 

 

ცვლადთა  გარდაქმნით  და  (2.3) პირობის გამოყენებით  მივიღებთ   

              

                               dssxsBtsYdssxsBtsY

t

t

t

t

)()(),;()()(),;(

00












       

      

                             dssxsBtsYdsssBtsY

t

t

t

t

)()(),;()()(),;(

0

0

0




 


.        (2.6) 

(2.4)-დან  (2.5)-(2.6) ფორმულების გათვალისწინებით  და გარკვეული წევრების დაჯგუფების 

შედეგად მივიღებთ 

           


t

t

t

t

dssftsYdsssBtsYxttYtx

0

0

0

)(),;()()(),;(),;()( 00 


 

               .)()(),;()(),;(),;(

0

dssxsBtsYsAtsYtsY
s

t

t

 












  

 

აქედან  მიიღება კოშის ფორმულა  (იხ. (2.2)). 

 

Teorema 2.2 ([15], გვ. 32 ).   ),;( tsY  მატრიც-ფუნქცია უწყვეტია  სიმრავლეზე  
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                               ],[],,[],,[:),,( 10100 ddttttsts   . 

 

ყოველ   Wvuw  ))(),(,,,(   ელემენტს შევუსაბამოთ ორსაფეხურიანი ფუნქციონალურ-

დიფერენციალური  განტოლება  

 

                                    








],[)),(),)(,,(),(,()(

],,[)),(),)(,,(),(,()(

12

001

tttvthttgt

tttutthttft








                             (2.7) 

 

საწყისი  პირობით   

 

                                                           )()( 00 tt                                                                         (2.8) 

 

და  შუალედური პირობით  

 

                                                            ))(,()(  q ,                                                           (2.9) 

 

სადაც  ოპერატორები  ))(,,( 01 tth    და   ))(,,( 01 tth  განსაზღვრულია შემდეგნაირად  

                                   

                            









],,[),(

),,ˆ[),(
))(,,(

0

0

01





ttt

ttt
tth                                                       (2.10) 

                           









].,[),(

),,ˆ[),(
))(,,(

1

02
ttt

tt
tth




                                                       (2.11) 

 

განსაზღვრება 2.1. ვთქვათ Wvuw  ))(),(,,,(  ფიქსირებული ელემენტია. ფუნქციათა  

წყვილს  ],[),;()(];,[),;()()( 101 ttwttttwttwS    ეწოდება (2.7) განტოლების  

ამონახსნი ან w  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი, თუ  ],[,)( 0  ttOt  ,  აკმაყოფილებს 

(2.8)  საწყის პირობას, აბსოლუტურად უწყვეტია და თ. ყ. აკმყოფილებს (2.7) სისტემის 

პირველ განტოლებას. ],[,)( 1ttYt   , აკმაყოფილებს  (2.9)  შუალედურ პირობას, აბსო-

ლუტურად უწყვეტია და თ. ყ. აკმაყოფილებს (2.7) სისტემის მეორე განტოლებას. 
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განსაზღვრება 2.2. ამონახსნს  ],ˆ[),(;ˆ,[),()( 11012   ttttttwS , სადაც 

btttat   1010 ,ˆ,ˆ,,0  ეწოდება )(1 wS ამონახსნის გაგრძელება, თუ  

)(1 t ,  ]ˆ,[ 0  t -ზე არის  ],,[),( 0  ttt   ამონახსნის გაგრძელება, ხოლო )(1 t , 

],ˆ[ 1   t -ზე არის  ],,[),( 1ttt    ამონახსნის გაგრძელება . 

 

ვთქვათ KK i    , YM i  , 3,2i  კომპაქტური სიმრავლეებია: 
3K  შეიცავს  2K  სიმრავლის 

რაიმე მიდამოს, ხოლო  
3M  შეიცავს  2M  სიმრავლის რაიმე მიდამოს. 

 

Teorema 2.3.   ვთქვათ     ],[,)(];,[,)()( 12021 ttMtttKtwS iiiii     არის  

,...,2,1,))(),(,,,(  iWvuw iiiiii   ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი.  გარდა  ამისა,  

 

                                                                  .lim 0 


i
i

                                                           (2.12) 

 

მაშინ საკმარისად დიდი  10 i  არსებობს )(1 iwS ამონახსნის გაგრძელება  ე. ი. არსებობს 

0, iiwi   ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  

 

                            ],[,)(;,[,)()( 103100312   ttMtttKtwS iii , 

 

სადაც  0  არ არის დამოკიდებული  i -ზე. 

დამტკიცება. ვთქვათ 0  რიცხვი იმდენად მცირეა, რომ  2K სიმრავლის ჩაკეტილი  - 

მიდამო  

 

                                               xxKxOxK ˆ,ˆ:)( 22  

 

შედის 3int K . არსებობს კომპაქტური სიმრავლე  n

x

n

x RRQ   და  უწყვეტად  წარმოებადი 

ფუნქცია n

x

n

x RR :   ისეთი რომ   

 

                              ][)]([)( 303202 KKKQKKK   ,  სადაც  ]),ˆ([ 10 K  

და  
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].[),(,0

,),(,1
),(

30321

21

21
KKKxx

Qxx
xx  

 

ყოველი  ,...2,1i   დიფერენციალურ განტოლებას  

 

                                )),(),)(,,(),(,()( 01 tutthttt ii   

 

სადაც ),,,,(),(),,( 212121 uxxtfxxxxt     

საწყისი პირობით  (2.8) აქვს ამონახსნი  )(1 ti ,  რომელიც განმარტებულია ],[ 1ta -ზე და 

აკმაყოფილებს პირობას  ],[,)( 131 tatKti   ([15]-ში იხ. თეორემა 1.3.1-ის  დამტკიცება ). 

რადგანაც   

 

                               ],[,][))(,,(),(( 020201 iiii ttQKKKttht    

ამიტომ    

 

                                      ],[,1)))(,,(),(( 001 iiii ttttht    

ე. ი. 

 

     ],[)),(),)(,,(),(,())(),)(,,(),(,( 00101 iiiiiiiii tttutthttftutthtt   . 

 

ერთადერთობის გამო  

 

                                                   ].,[),()( 01 iii tttt    

 

არსებობს  00   რიცხვი ისეთი, რომ  ყოველი  ,...2,1i  სამართლიანია 

],[],[ 1000 tat i    და ადგილი აქვს უტოლობას   

 

].,[,))(),)(,,(),(,()()( 0001011011

0

tttdssusthsstt

t

t

iiiiii     

].,[,))(),)(,,(),(,()()( 0101111 


  ii

t

iiiiiii tdssusthsst

i
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ამ  უტოლობიდან და  
2011 )(),( Ktiii   პირობის გათვალისწინებით დავასკვნით  რომ  

 

           ],[,)]([)())(,,(),(( 000202101   iiiii ttQKKKttht . 

 

ე.ი.   

                                   ],[,1)))(,,(),(( 0001011   iiii ttttht  

 

ამრიგად, )(1 ti აკმაყოფილებს  განტოლებას  

 

                           ],[)),(),)(,,(),(,()( 0001   iii tttutthttft  

და  პირობებს  

                                     ].,[,)(),()( 00031001   iii ttKttt  

 

ვთქვათ  ),0( 0  ,  (2.12)  ძალით საკმარისად  დიდი   10 i   გვექნება  

 

                                       .],,[],[],[ 0000000 iittt ii    

 

მაშასადამე,  ,),( 01 iiti   ამონახსნი  განმარტებულია  ],[ 00  t   ინტერვალზე  და 

აკმაყოფილებს პირობებს:  

 

                                          ].,[),()(];,[,)( 010031 iiii ttttttKt    

 

გაგრძელება.   ვთქვათ 0  რიცხვი იმდენად მცირეა, რომ  2M სიმრავლის ჩაკეტილი  - 

მიდამო  

                                               yyMyYyM ˆ,ˆ:)( 22  

შედის 3int M . არსებობს კომპაქტური სიმრავლე  m

y

m

y RRQ ˆ  და  უწყვეტად  წარმოებადი 

ფუნქცია 
m

y

m

y RR :̂   ისეთი რომ   

 

    ][ˆ)]([)( 303202 MMMQMMM   ,  სადაც   310 ],,ˆ[:),( KxtxtqM    

და  
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].[),(,0

,ˆ),(,1
),(ˆ

30321

21
21

MMMyy

Qyy
yy  

 

ყოველი  ,...2,1i   დიფერენციალურ განტოლებას  

 

                              ],[)),(),)(,,(),(,(ˆ)( 12 tttvthttt iiii   , 

სადაც 

                                           ),,,,(),(ˆ),,(ˆ 212121 vyytgyyyyt   

 

საწყისი პირობით  (2.9) აქვს ამონახსნი  )(1 ti ,  რომელიც განმარტებულია ],[ 0 bt -ზე და 

აკმაყოფილებს პირობას   

 

                                              ],[,)( 031 bttMti  . 

რადგანაც   

 

                               ],[,ˆ][))(,,(),(( 12022 ttQMMMtqht iiiii   , 

ამიტომ    

 

                                      ],[,1)))(,,(),((ˆ 12 tttht iiiii    

ე.ი. 

 

     ],[)),(),)(,,(),(,())(),)(,,(),(,(ˆ 122 tttvthttgtvthtt iiiiiiiiiii   . 

 

ერთადერთობის გამო  

                                                   ].,[),()( 11 tttt iii    

 

არსებობს  01   რიცხვი ისეთი, რომ  ყოველი  ,...2,1i  სამართლიანია  

],[],[ 0111 btti    და ადგილი აქვს უტოლობას   

 

],,[,))(),)(,,(),(,(ˆ)()( 111121111

1

   tttdssvshsstt

t

t

iiiiiii  
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].,[,))(),)(,,(),(,(ˆ)()( 112111 ii

t

iiiiiiii tdssvshsst
i




   

ამ  უტოლობიდან და 
2111 )(),( Mtiii   პირობის გათვალისწინებით დავასკვნით  რომ  

 ],[,ˆ)]([)())(,,(),(( 11120212   ttQMMMtht iiiiii
. 

 

ე.ი.  ],[,1)))(,,(),((ˆ 111121   tttht iiiii
. 

 

ამრიგად, )(1 ti აკმაყოფილებს  განტოლებას  

 

                           ],[)),(),)(,,(),(,()( 1112   tttvthttgt iiii
  

 

და  პირობებს  

 

                                     ].,[,)()),(,()( 111311   ttMtxq iiiiiii  

 

ვთქვათ  ),0( 1  ,  საკმარისად  დიდი   10 i   გვექნება  

 

                                       .],,[],[],[ 0110111 iittt ii    

 

მაშასადამე,  ,),( 01 iiti   ამონახსნი  განმარტებულია  ],[ 10   t   ინტერვალზე  და 

აკმაყოფილებს პირობებს:  

 

                          ].,[),()(];,[,)( 111031 ttttttMt iiii    

 

),( m

zRICC   აღნიშნავს  უწყვეტ  ],[,)( baItRtz m

z   ფუნქციათა  სივრცეს ნორმით 

 

                                                                .)(
It

tzz


  

განსაზღვრება 2.3.  ,...2,1,)(  iCzi მიმდევრობას ეწოდება   თანაბარ-შემოსაზღვრული, თუ  

არსებობს ისეთი  მუდმივი 0N  რომ  ,....2,1,,)(  iItNtzi  
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განსაზღვრება 2.4.  ,...2,1,)(  iCzi
მიმდევრობას ეწოდება თანაბარ-ხარისხოვნად უწყვეტი, 

თუ ნებისმიერი 0  არსებობს ისეთი 0)(   , რომ  "'"' :, ttItt  ადგილი აქვს 

უტოლობას  ,....2,1,)()( "'  itztz ii   

 

ლემა 2.1 (არცელა-ასკოლი).  თუ ,...2,1,)(  iCzi
 მიმდევრობა თანაბარ- შემოსაზღვრუ- 

ლია და თანაბარ-ხარისხოვნად უწყვეტი, მაშინ მისგან შეიძლება  გამოიყოს ქვემიმდევრობა, 

რომელიც ნორმით კრებადია უწყვეტი )(0 tz  ფუქციისკენ ე.ი. არსებობს ისეთი  ქვემიმდევრო-

ბა ,...2,1,)(  kCz
ki

რომ   .0lim 0 


zz
kii

 

 

განსაზღვრება 2.5. ,...2,1),(  izi
მიმდევრობას ეწოდება თანაბარ-ლიფშიცური, თუ  არსებობს 

ისეთი  მუდმივი 0H  რომ  ადგილი აქვს უტოლობას    

                              

                                                ,....2,1;,,")()( "''"'  iIttttHtztz ii  

 

ლემა 2.2. თუ ,...2,1,)(  iCzi მიმდევრობა არის თანაბარ-ლიფშიცური , მაშინ იგი თანაბარ-

ხარისხოვნად უწყვეტია. 

 

განსაზღვრება 2.6.  Ittz ),(  ფუნქციას ეწოდება  აბსოლუტურად უწყვეტი, თუ ნებისმიერი 

0  არსებობს ისეთი 0)(     რომ I სეგმენტის  ნებისმიერი არაგადამფარავი სეგმე-

ნტთა  mkba kk ,...,2,1],,[   სასრული  სისტემისთვის, რომლისთვისაც    

                                                                   


m

i

ii ab
1

)(  

ადგილი აქვს უტოლობას   

                                                                  


m

i

ii azbz
1

|)()(| .    

),(11

m

zRILL  აღნიშნავს  ზომად  ItRtz m

z  ,)(  და  ლებეგის აზრით  ინტეგრებად 

(ჯამებად)  ფუნქციათა სივრცეს. ტოლობა სამართლიანია  თ. ყ.-გან ნიშნავს, რომ მას ადგილი 

არა აქვს ნულზომის სიმრავლეზე.   
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ლემა 2.3 (ლებეგი). აბსოლუტურად  უწყვეტი ფუნქცია  Cz )(  თითქმის ყველგან 

წარმოებადია, მისი წარმოებული )(tz  (წარმოებული არსებობს თ. ყ.) ზომადია  და ეკუთვნის 

1L  სივრცეს. გარდა  ამისა, 

                                                             Itdsszaztz

t

a

  ,)()()(  . 

ლემა 2.4. ვთქვათ ,...2,1,)(  iCzi
აბსოლუტურად  უწყვეტ ფუნქციათა მიმდევრობაა  და 

მიმდევრობა  ,...2,1),( itzi
  თანაბარ-შემოსაზღვრულია, ე..ი. არსებობს ისეთი  მუდმივი 

0H  რომ ,....2,1,|)(|  iHtzi
 მაშინ ,...2,1),( itzi

მიმდევრობა თანაბრად-ხარისხოვნად 

უწყვეტია. 

მართლაც, 

                                                     "')()"()'(

"

'

ttHdssztztz

t

t

iii    . 

აქედან  გამომდინარეობს თანაბრად-ხარისხოვნად უწყვეტობა. 

 

განსაზღვრება 2.7.  1)( Lz  ეწოდება შემოსაზღვრული, თუ არსებობს ისეთი  მუდმივი 0N  

რომ  Ntz )(   თ. ყ.  .It  

 

განსაზღვრება 2.8.  ფუნქციათა  მიმდევრობას ,...2,1,)(  iLzi   ეწოდება  სუსტად  კრებადი 

)(0 z  ფუნქციისკენ, თუ ნებისმიერი შემოსაზღვრული  ზომადი )(t  სტრიქონ-

ფუნქციისთვის  ადგილი აქვს  ტოლობას  

                                                                       dsszsdsszs

b

a

b

a

i
i

)()()()(lim 0 
 . 

ამ  განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ თუ ფუნქციათა  მიმდევრობა ,...2,1,)(  iLzi   

სუსტად  კრებადი )(0 z  ფუნქციისკენ,  მაშინ  

 

                                                                 .,)()(lim 0 Itdsszdssz

t

a

t

a

i
i

 
                             (2.13) 

ლემა 2.5.  თუ  ფუნქციათა  მიმდევრობა ,...2,1,)(  iLzi   თანაბარ-შემოსაზღვრულია, მაშინ 

მისგან შეიძლება გამოვყოთ სუსტად კრებადი ქვემიმდევრობა. 

 

Teorema 2.4.  ([16], გვ. 257).   ვთქვათ     n

xRUtp ],[: 10    უწყვეტი ფუნქციაა, ხოლო    
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                                                               UuutptP  :),()(  

ამოზნექილი  სიმრავლე. ვთქვათ  

 

                                )],,([)( 101

n

xi RtLp  ,  ,...2,1,)()(  itPtpi
   თ. ყ.  ],[ 10 t -ზე. 

 

გარდა ამისა,   

 

                                                          )()(lim tptpi
i




  სუსტად ],[ 10 t -ზე.  

მაშინ  

                                                     )()( tPtp     თ. ყ.  ],[ 10 t -ზე 

 

და  არსებობს ზომადი ფუნქცია   ],[,)( 10 ttUtu   ისეთი რომ   

 

                                                             )())(,( tptutp    თ. ყ.  ],[ 10 t -ზე. 

 

 

 

 

$3. თეორემა 1.1-ის  დამტკიცება 

 

ვთქვათ  ,...,2,1,))(),(,,,( 0  iWvuw iiiiii   და   

 

 ],ˆ[),;()(];,ˆ[),;()()( 1ttwtytytwtxtxwS iiiiii    

 

არის შესაბამისი  ამონახსნი. გარდა ამისა, ,...,2,1, iwi  არის მინიმიზირებადი მიმდევრობა 

ე. ი.  

)(infˆ)(lim
0

ww
Ww

i
i




 . 

 

ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ  
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                                             ,lim 0 


i
i

  ,lim 0 


i
i

   .lim 0 


i
i

 

ცხადია, რომ  

 









],[)),(),(),(,()(

],,[)),(),(),(,()(

1

0

tttvtytytgty

tttutxtxtftx

iiiiii

iiiiii








 

 















))(,()(

),ˆ[),()(

,],ˆ[),()( 0

iiiii

ii

i

xqy

ttty

ttttx
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ყოველ   Wvuw  ))(),(,,,(   ელემენტს შევუსაბამოთ ორსაფეხურიანი ფუნქციონა-

ლურ-დიფერენციალური  განტოლება  
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                       (3.1)                     

საწყისი პირობით                                                         

)()( 00 tt    

და  შუალედური პირობით 

)).(,()(  xq  

ცხადია,  რომ  
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და  პირობას  

 

                                              )()( 00 ttxi  , ))(,()( iiiii xqy    

 

(იხ. (2.10) და (2.11)). ამრიგად,  

 

                                       ],[),(];,[),()( 101 tttytttxwS iiiii    
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არის  (3.1) განტოლების ამონახსნი, რომელიც  შეესაბამება
0))(),(,,,( Wvuw iiiiii     

ელემენტს.  არსებობს კომპაქტური სიმრავლეები  OK 1
 და YM 1

 ისეთი, რომ  

           ],[,)( 01 ii ttKtx    და  ],[,)( 11 ttMty ii   (იხ. თეორემა 1.1-ის 1.2 პირობა). 

ვთქვათ OK 3
 არის კომპაქტი, რომელიც  შეიცავს  1K -ის რაიმე მიდამოს , ხოლო  OM 3

 

არის კომპაქტი, რომელიც  შეიცავს  
1M -ის რაიმე მიდამოს. თეორემა 2.3-ის თანახმად 

საკმარისად დიდი 
0i -თვის არსებობს  )(1 iwS  ამონახსნის გაგრძელება  

 

  01310312 ,],[,)(];,[,)()( iittMtyttKtxwS iiiii   . 

 

U , V  სიმრავლეებისა  და )(1 txi , )(1 tyi  ამონახსნების შემოსაზღვრულობის გამო არსებობს 

რიცხვი  0N   ისეთი, რომ   
0ii   გვექნება   
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აქედან გამომდინარეობს ,...2,1),(1 itxi  და ,...2,1),(1 itxi  მიმდევრობების თანაბარ-

ხარისხოვნად უწყვეტობა  (იხ. ლემა 2.4). არცელა-ასკოლის ლემის თანახმად, ამ 

მიმდევრობიდან შეიძლება გამოვყოთ კრებადი ქვემიმდევრობა, რომლებსაც კვლავ 

აღვნიშნავთ  ,...2,1),(1 itxi  და ,...2,1),(1 itxi . ამრიგად,  

 

                                              )()(lim 011 txtxi
i




 თანაბრად  ],[ 00  t -ზე,   

     )()(lim 011 tytyi
i




 თანაბრად  ],[ 10   t -ზე. 

 

)(1 txi  და  )(1 tyi  ამონახსნები ჩავწეროთ  ინტეგრალური სახით, გვექნება (იხ. ლემა 2.3) 
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t

iiiii dssusxthsxsfttx
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))(),)(,,(),(,()()( 101101  ,  ],[ 00   tt ,                   (3.2) 

   

t

iiiiiiiii

i

dssvsyhsysgxqty


 ))(),)(,,(),(,())(,()( 12111 ,  ],[ 10 tt   .       (3.3) 
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გარდავქმნათ  (3.2), შემოვიღოთ  აღნიშვნები: 

 

 )(ti ))(),)(,,(),(,( 1011 tutxthtxtf iiii   - ))(),)(,,(),(,( 0010101 tutxthtxtf i  ,  

 

                              0001 ,min   tts ii
,    0002 ,max   tts ii

. 

ცხადია, 

                    )())(),)(,,(),(,()()( 1001010101

0

tdssusxthsxsfttx i

t

t

ii    ,  ],[ 00   tt ,   (3.4) 

სადაც    

                                                           
i

t

ii dsst

0

)()(1  . 

შევაფასოთ  )(1 ti , გვაქვს    

 

                4321

0
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s
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s

i

s

t

ii dssdssdsst
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  . 

გარდავქმნათ 2i :   ვთქვათ  001  tsi  ე. ი. 00  i , მაშინ გვექნება 

                                                              2i dss

t

t

i
 00

0

)(



 . 

ამ შემთხვევაში როცა ),( 000  tts , მაშინ  ),ˆ(),( 0000 ttts iii    და  

),ˆ(),( 00000 ttts   . ამიტომ   ],[),( 000   ttssi  ექნება სახე   

 

                  )).(),(),(,())(),(),(,( 0011 sussxsfsussxsf iiii                                      (3.5) 

 

ფუნქცია  ),,,( 21 uxxsf  თანაბრად უწყვეტია  UK  2

30],ˆ[   ამიტომ   

 

0)]),(),(,()),(),(,([lim 0011 


ussxsfussxsf ii
i

  თანაბრად  Uttus  ],[),( 000  . 

ამრიგად,  

 

0)(lim 


si
i

   თანაბრად  ],[ 000  tts . 

ე. ი. 
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                                                          0lim 2 


i
i

 .                                                   (3.6) 

ახლა  ვთქვათ, 
ii ts  01
 ე. ი. 00  i ,  როცა ),( 00 itts  , მაშინ   

 

                      ),ˆ(),( 000 ttts ii    და ),ˆ(),( 000000 ttts i   .  

 

ანალოგიური მსჯელობით დავასკვნით, რომ   როცა ),( 00 itts   მაშინ  )(ti  ექნება კვლავ 

(3.5)  სახე. მივიღებთ   
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ამრიგად  (3.6) ტოლობა სამართლიანია ყველა შემთხვევაში.  შემდეგ, )(si   შემოსაზღვრუ-

ლია  ამიტომ   

                                                     0lim 3 


i
i

 .                                               (3.7) 

 

ახლა  გარდავქმნათ 4i :   ვთქვათ  0002   tts ii , თუ its  0  მაშინ 

000 , tsts i   . მივიღებთ 
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 . 

 

ვიგულისხმოთ, რომ     000 tt i . ცხადია რომ   თუ 00  ts მაშინ   0ts i  და  

  00 ts აქედან გამომდინარე შეგვიძლია დავწეროთ   

 

                   dssusxsxsfsusxsxsf
t

iiiiii 
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)(),(),(,())(),(),(,( 00101114





 . 

გვაქვს,    

 

                )()()()()()( 001010110011   sxsxsxsxsxsx iiiiii  

                    

                         





dx

s

s

i

i







0

)(1
 + 0)()( 00101   sxsxi  როცა  i . 
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ამ შემთხვევაში 04 i . ვთქვათ 
ii tts   0002
, თუ 

00  ts  მაშინ  

 

                             
000 tts ii   . 

00000 tts   .  

 

მივიღებთ 

 

               .0)(),(),(,())(),(),(,(
0

00

00101114  


dssusxsxsfsusxsxsf
t

iiiiii





  

 

ამრიგად, ორივე შემთხვევაში  04 i . (3.6) -(3.7) პირობებისა  და  უკანასკნელის 

გათვალისწინებით  დავასკვნით, რომ  0)(1 ti  თანაბრად ],[ 00 tt . გადავიდეთ  

ზღვარზე  (3.4)-ში  მივიღებთ 

 

                                   


t

t

i
i

dssusxsxsfttx

0

))(),(),(,(lim)()( 00000  ,        (3.8) 

სადაც    

                                                









].,[),(
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0




tttx

ttt
tx  

შემოვიღოთ  აღნიშვნები  

 

                          UuusxsxsfsP  :)),(),(,()( 000  , ))(),(),(,()( 000 susxsxsfsp ii  . 

ცხადია, რომ   

 

                                               )],,([)( 001

n

xi RtLp   , )()( sPspi  . 

 

,...2,1),( ispi  მიმდევრობა თანაბრად-შემოსაზღვრულია,  ამიტომ მისგან შეიძლება 

გამოვყოთ  სუსტად კრებადი ქვემიმდევრობა (იხ. ლემა 2.5), რომელსაც კვლავ აღვნიშნავთ 

,...2,1),( ispi . ამრიგად 

                                                            )()( spspi   სუსტად ],[ 00 t -ზე . 

 

თეორემა 2.4   თანახმად    )()( sPsp   და    არსებობს   )(0u  ისეთი რომ  
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                                            ].,[),(),(),(,()( 000000  tssusxsxsfsp   

 

 უკანასკნელის  გათვალისწინებით (3.8) -დან მივიღებთ 
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ზემოთ ჩატარებული მსჯელობის მსგავსად  გარდავქმნათ  (3.3), შემოვიღოთ  აღნიშვნები: 

 

 ))(),)(,,(),(,())(),)(,,(),(,()( 0010201121 tvtyhtytgtvtyhtytgt iiiiiii   ,        

                 

                           003 ,min   iiis ,    004 ,max   iiis . 

 

ადვილი მისახვედრია, რომ 

 

      21001020111 )())(),)(,,(),(,())(,()(

0
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t

iiiii tdssvsyhsysgxqty 


  , (3,10) 

                                                                 ],[ 10 tt   ,    

სადაც    
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ii dsst

0
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))(),)(,,(),(,( 1212







i

dssvsyhsysg iiiiii .               

ცხადია, 02 i .  შევაფასოთ  )(1 ti , გვაქვს    
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s
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გარდავქმნათ 3i :   ვთქვათ  003  is  ე. ი.   ii   00  , მაშინ გვექნება 
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                                                              dssii 



00

0

)(3





 . 

ამ შემთხვევაში როცა ),( 000  s , მაშინ  ),ˆ(),( 000 iiiis    და  

),ˆ(),( 00000  s . ამიტომ   ],[),( 000  ssi
 ექნება სახე   

 

                     )).(),(),(,())(),(),(,( 0011 svssysgsvssysg iiii                          (3.11)             

 

ფუნქცია  ),,,( 21 vyysg  თანაბრად უწყვეტია  VMt  2

31],ˆ[  ამიტომ   

 

0)]),(),(,()),(),(,([lim 0011 


vssysgvssysg ii
i

  თანაბრად  Vtvs  ],[),( 000  . 

 

ამრიგად, 0)(lim 


si
i

   თანაბრად  ],[ 000  s . 

ე. ი. 

                                                          0lim 3 


i
i

 .                                                   (3.12) 

ახლა  ვთქვათ, iiis  3  ე. ი. 00   ii ,  როცა ),( 0 iis   , მაშინ   

 

),ˆ(),( 10   iiis  და ),ˆ(),(),( 10000000   iis .  

 

ანალოგიური მსჯელობით დავასკვნით, რომ   როცა ),( 0 iis    მაშინ  )(ti  ექნება კვლავ 

(3.11)  სახე. მივიღებთ   

 

 3i   


idssvssysgsvssysgdss iiiii
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,0)(),(),(,())(),(),(,()(
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 .    

ამრიგად  (3.12) ტოლობა სამართლიანია ყველა შემთხვევაში.  შემდეგ, )(si  შემოსაზღვრუ- 

ლია, ამიტომ     

                                                                 0lim 4 


i
i

 .                                                               (3.13) 

ახლა  გარდავქმნათ 5i :   ვთქვათ  004   iiis , თუ iis    მაშინ 

000,   iiii ss . მივიღებთ 
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ვიგულისხმოთ, რომ     000 i
. ცხადია რომ   თუ 

00  s მაშინ   0is  

და   00s   აქედან გამომდინარე შეგვიძლია დავწეროთ   

 

                   dssvsysysgsvsysysg
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iiiiii 
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 . 

გვაქვს,     

 

                   )()()()()()( 001010110011   sysysysysysy iiiiii  

 

                     





dy

s

s
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0

)(1
 + 0)()( 00101   sysyi  როცა  i . 

ამრიგად, 05 i . ვთქვათ  iiis   004 , თუ 00  s  მაშინ.  

., 0000000   ss iiiiii  მივიღებთ , 
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)(),(),(,())(),(),(,( 00101115



  

 

ამრიგად, ორივე შემთხვევაში 05 i . (3.12)-(3.13) პირობებისა და  უკანასკნელი თანაფა-

რდობის გათვალისწინებით  დავასკვნით, რომ  

  

                                                0)(1 ti  თანაბრად ],[ 10 tt  .  

დავამტკიცოთ 

 

                                 ))(,())(,())(,( 00001011  xqxqxq iiii  . 

 

ამისათვის საკმარისია ვაჩვენოთ  ).()( 0011  xx ii   მართლაც, 

 

.0)()()()()()()()()( 0101101010110011

0

  





iiiiiiiiii xxdxxxxxxx
i
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გადავიდეთ ზღვარზე  (3.10)-ში  მივიღებთ 
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შემოვიღოთ  აღნიშვნები : 

 

            VvvsysysgsP  :)),(),(,()(ˆ 000  ,  ))(),(),(,()(ˆ 000 svsysysgsp ii  . 

 

ცხადია, რომ   

                                     )],,([)(ˆ 101

m

yi RtLp   , )(ˆ)(ˆ sPspi  . 

,...2,1),(ˆ ispi  მიმდევრობა  თანაბრად-შემოსაზღვრულია , მისგან შეიძლება გამოვყოთ 

სუსტად კრებადი ქვემიმდევრობა, რომელსაც კვლავ აღვნიშნავთ 

,...2,1),(ˆ ispi . ამრიგად,   

 

                                                      )(ˆ)(ˆ spspi   სუსტად ],[ 10 t -ზე .   

 

თეორემა 2.4  თანახმად )(ˆ)(ˆ sPsp   და    არსებობს   )(0v  ისეთი რომ  

 

                                          ].,[),(),(),(,()(ˆ 100000 tssvsysysgsp    

 

უკანასკნელის გათვალისწინებით (3.14) -დან მივიღებთ  
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ცხადია,   Wvuw  ))(),(,,,( 000000   და  მისი შესაბამისი  ამონახსნი არის  

                                        

                                               ],ˆ[),(];,ˆ[),()( 10000 tttyttxwS   . 

(იხ.  (3.9)   და   (3.15)).  ახლა დავამტკიცოთ, რომ 
00 Ww   და იგი ფუნქციონალს ანიჭებს  

მინიმალურ მნიშვნელობას.  
0Wwi    ამიტომ  შესაბამისი ამონახსნი  

 

                          ],ˆ[),;()(];,ˆ[),;()()( 1ttwtytytwtxtxwS iiiiii    

 

აკმაყოფილებს პირობებს : 
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და    

                                                              .0))(),(( 1  tyx iii   

 

ვთქვათ  i  მიისწრაფის  0 -კენ  მარცხნიდან  ე. ი.  ყოველთვის  0 i . ვთქვათ   ),(ˆ
00  t  

ნებისმიერი  ფიქსირებული  წერტილია . საკმარისად დიდი i -სთვის   ˆi , ამიტომ  

ადგილი  აქვს უტოლობას  0))ˆ(,ˆ(  ix .  გადავიდეთ  ზღვარზე , მივიღებთ  

0))ˆ(,ˆ( 0  x . 

),(ˆ
00  t  წერტილი ნებისმიერად იყო აღებული, ამიტომ  ),(0))(,( 000  tttxt  .   

რადგანაც   0000 )()( xtxtxi   ამიტომ 0))(,())(,( 00000  txttxt i . შემდეგ,  

 

                    .0))(,(lim))(,(lim))(,())(,( 10010000 
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ამ შემთხვევაში   ],[,0))(,( 00  tttxt i    დამტკიცებულია. ვთქვათ  i  მიისწრაფის  0 -კენ  

მარჯვნიდან, მაშინ ],[,0))(,( 00  tttxt i  , გადავიდეთ ზღვარზე მივიღებთ   

],[,0))(,( 000  tttxt  . ე. ი.  )(0 tx  ამონახსნის აკმაყოფილებს ფაზურ შეზღუდვას. 

ანალოგიური მსჯელობით შეიძლება დამტკიცდეს ],[,0))(,( 100 tttyt   , ხოლო  
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ამრიგად, 
0w  ანიჭებს ფუნქციონალს მინიმალურ მნიშვნელობას ე. ი. იგი არის ამოცანის  

ამონახსნი. 

 

 

$ 4  თეორემა 1.2-1.4   დამტკიცება  

 

თეორემა 1.2-ის დამტკიცება . თეორემის  დასამტკიცებლად  საკმარისია  შევამოწმოთ 

                          თეორემა 1.1 -ის 1.3  პირობის მართებულობა, ცხადია რომ დანარჩენი პირობების  

შესრულება უზრუნველყოფილია. ადვილი საჩვენებელია, რომ  1.3 პირობა გამომდინარეობს 

1.5 პირობიდან. მართლაც, ვთქვათ  ),,(, 21121 xxtPzz  ნებისმიერი წერტილებია. ),,( 211 xxtP  

სიმრავლის განმარტების ძალით არსებობენ   წერტილები Uuu 21, ისეთი რომ ადგილი აქვს 

ტოლობებს: 

                            121211 ),,(),,( uxxtBxxtAz  , 221212 ),,(),,( uxxtBxxtAz  . 

 

ნებისმიერი ]1,0[  გვაქვს   

 

                      ].)1()[,,(),,()1( 21212121 uuxxtBxxtAzz    

 

U  სიმრავლის ამოზნექილობის  გამო დავასკვნით,  რომ Uuu  21 )1(  . ამრიგად, 

 

                            ),,(),,(),,()1( 2113212121 xxtPuxxtBxxtAzz   , 

 

ე. ი.  სიმრავლე  ),,( 211 xxtP  ამოზნექილია. ანალოგიურად მტკიცდება ),,( 212 yytP  სიმრავლის 

ამოზნექილობა.  თეორემა 1.1-ის ყველა მოთხოვნა შესრულებული, ამიტომ ამონახსნის 

არსებობა დამტკიცებულია. 

თეორემა 1.3-ის დამტკიცება. თეორემის დასამტკიცებლად  საკმარისია  შევამოწმოთ თეორე- 
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                          მა 1.2 -ის 1.6 პირობის მართებულობა, ცხადია რომ დანარჩენი პირობები  შესრულებულია. 

ამისათვის გამოვიყენოთ კოშის ფორმულა (იხ. თეორემა 2.1 ). ჩვენს  შემთხვევაში  გვექნება 

შემდეგი  კოშის ამოცანები:  
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კოშის ფორმულის ძალით  გვექნება :   
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სადაც  ),;( tsY , 10   tst , არის მატრიც-ფუნქცია განზომილებით nn ,  იგი აკმაყო-

ფილებს წრფივ დიფერენციალურ განტოლებას წინმსწრები არგუმენტით  
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და  საწყის პირობას   
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სადაც E  არის  ერთეულოვანი მატრიცა განზომილებით nn ,  ხოლო    ნულოვნი 

მატრიცა; ანალოგიურად  ),;(1 tsY ,  10 tts  ,  არის მატრიც  ფუნქცია განზომილე-

ბით mm ,  იგი აკმაყოფილებს წრფივ დიფერენციალურ განტოლებას წინმსწრები არგუმე-

ნტით  
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სადაც 1E  არის  ერთეულოვანი მატრიცა განზომილებით mm ,  ხოლო  1  ნულოვანი 

მატრიცა. ცხადია, რომ  U  და  V   სიმრავლეების შემოსაზღვრულობის გამო არსებობს  

რიცხვები  0  და  0  ისეთი  რომ 
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                      ,)()()()ˆ( 10111100   tCYdBYttxx                                                                                                                                                                           

 

             10121121 )()ˆ()ˆ(   tCYhgBYqyy , 
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                     ),,(:),;(sup  tstsYY  ,  ],[: 1011 ttBB  ,  ],[: 1011 ttCC  , 

 

 ],[],[],[),,(:),;(sup 1010011 hhtttstsYY   ,  11],,ˆ[:),(sup   xtxtgg , 

                                            

                                                 ],[: 1022 ttBB  ,  ],[: 1022 ttCC  . 

 

ამრიგად, ამ  შემთხვევაში   

 

                                             11 :  xRxK n

x ,  11 :  yRyM m

y . 

 

თეორემა   1.2-ის ყველა პირობა შესრულებულია. აქედან გმომდინარე ამონახსნი არსებობს.  

თეორემა 1.4-ის დამტკიცება. შემოვიღოთ აღნიშვნები: 
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ეს  ამოცანა  არის   (1.1)-(1.5)   ამოცანის კერძო  შემთხვევა, რომლისთვის შესრულებულია  

თეორემა 1.1 -ის პირობები.  ამრიგად, ამონახსნის არსებობს. 
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დასკვნა   

 

   არაწრფივი ორსაფეხურიანი ოპტიმალური ამაცანისთვის მუდმივი დაგვიანებებით, წყვე-

ტილი შუალედური პირობით და ფაზური შეზღუდვებით, ზოგადი და ინტეგრალური ფუნ-

ქციონალით  დამტკიცებულია ოპტიმალური დაგვიანებების, საფეხურის ცვლილების ოპტ-

იმალური მომენტისა და ზომად ფუნქციათა კლასში ოპტიმალური მართვის არსებობა. ძირი-

თადი შედეგი დაკონკრეტებულია კვაზიწრფივი და წრფივი ორსაფეხურიანი ამოცანები-

სთვის. 
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