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ანოტაცია

ნაშრომში განხილულია არაერთგვაროვანი პიეზოელექტრული დრეკადი ღეროსთვის სტატი-
კისა და რხევის რამდენიმე ამოცანა. მოთხოვნილია შეზღუდვა, რომ სხეული დეფორმირდეს
მხოლოდ x3 სივრცითი ღერძის გასწვრივ და განხილულია შემთხვევა, როდესაც ყველა ფუნქცია
დამოკუდებულია მხოლოდ t დროსა და/ან x3 სივრცით ცვლადზე. აღნიშნული მასალის დეფორ-
მაცია და რხევა შესწავლილ იქნა იმ შემთხვევებისთვის, როდესაც კონსტიტუციური კოეფიცი-
ენტები წარმოადგენენ მუდმივებს და როდესაც ისინი წარმოადგენენ x3 სივრცითი ცვლადის
ხარისხოვან ფუნქციებს, ე.ი. მოიცემიან შემდეგი სახით: const.× xκ3 , სადაც κ = const. ∈ (0, 1).
მოცემული მუხტის სიმკვრივისა (fe) და x3 ღერძის გასწვრივ მოცულობითი ძალების მდგე-
ნელის (Φ3) პირობებში შესწავლილ იქნა საწყის-სასაზღვრო ამოცანები. ამონახსნები გადაად-
გილების ვექტორისთვის (u3), ასევე ელექტრული (χ) და მაგნიტური (η) პოტენციალებისთვის
ჩაიწერა ანალიზური სახით (მუდმივკოეფიციენტებიანი შემთხვევა) ან მწკრივის სახით (როდე-
საც კოეფიციენტები მოიცემა x3 ცვლადის ხარისხოვანი ფუნცქციის სახით) და შესწავლილ იქნა
აღნიშნული მწკრივების აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადობის საკითხი. მოცულობითი ძა-
ლების x1 და x2 ღერძის გასწვრივ მდგენელებს დაედოთ პირობა, იმისათვის, რომ დეფორმაცია
ყოფილიყო მხოლოდ x3 ღერძის გასწვრივ. მუდმივი კონსტიტუციური კოეფიციენტების შესაბა-
მისი ამოცანის ამონახსნები კონკრეტული მასალისთვის (CoFe2O4-ის და BaTiO3-ის ნარევი)
წარმოდგენილ იქნა გრაფიკების სახით MATLAB-ის მეშვეობით.

In the present work several problems on deformation and oscillation of non-homogeneous
piezoelectric elastic beam is studied. The deformation is limited to be only along x3 axis and
it is assumed that all functions depend on time t and/or spatial variable x3. Deformations
and oscillations of such material was studied in the case when the constitutive coefficients
were constants and when they were power functions of spatial variable x3, i.e. equal to
xκ3 for some κ = const. ∈ (0, 1). With given charge density (fe) and volume force along x3

axis (Φ3), initial-boundary value problems were studied. Solutions for displacement vector
(u3) as well as electric (χ) and magnetic (η) potentials that arise during the deformation
were written in analytic form (constant-coefficient case) or as an infinite series (coefficients
given power functions of variable x3) and absolute uniform convergence of these series were
studied. Furthermore, volume force components along x1 and x2 axis were found for which
the deformation will be limited along x3 axis. The solutions for the case when constitutive
coefficient were constants were plotted for specific material (mixture of CoFe2O4 and
BaTiO3) using MATLAB.
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შესავალი

მეცნიერების, ინდუსტრიისა და ტექნოლოგიების განვითარებამ ერთი მხრივ შესაძლებელი გა-
ხადა სხვადასხვა ფიზიკური თვისებების (პიეზოელექტრული, პიეზომაგნიტური, მრავალკომპო-
ნენტიანი ნაერთები, ბიომასალები, მეტამასალები და ა.შ.) მქონე ისეთი ახალი რთული შედგენი-
ლი მასალების შექმნა, რომლებიც ბუნებაში თავისუფალი სახით არ გვხვდება. მეორეს მხრივ,
ასეთი ტიპის ახალი მასელები შესაძლებელია გამოყენებულ იქნეს იმავე სფეროების განსა-
ვითარებლად. რამდენიმე მაგალითი მოიცავს პიეზოელექტრულ სენსორებს ვიბრაციის დასა-
ფიქსირებლად ([24]), მაღალი სიზუსტის ძრავებს ([10]), მაღალი გამძლეობისა და სიმტკიცის
მასალებს ([29]) ან მასალებს, რომლებიც განაპირობებს მოხმარებული ენერგიის ([23][30]),
წარმოების ფასისა და სენსორებისა თუ ძრავების ზომის ([10][24]) შემცირებას.

პიეზოელექტრული მასალების გამოყენება არ იყო გავრცელებული პირველ მსოფლიო ომამდე,
როდესაც კვარცი იქნა გამოყენებული სონარში, როგორც ულტრაბგერითი წყაროების გამაძლი-
ერებელი ექოლოკაციით წყალქვეშა გემების დასაფიქსირებლად ([31]). თუმცა, დღესდღეობით
მსგავსი ტიპის მასალებს ვხვდებით ყოველდღიურ ცხოვრებაში ისეთ მოწყობილობებშიც კი,
როგორიცაა დინამიკი, ყურსასმენი თუ მიკროფონი.

ახალი ტიპის მასალების შექმნის გაზრდილმა მოთხოვნამ აუცილებელი გახადა მათემატიკური
შესწავლა იმისა, თუ როგორ იქცევიან ისინი სხვადასხვა ფიზიკური ველის გავლენის პირობებ-
ში.

კრისტალებში პირდაპირი პიეზოელექტრული ეფექტი პირველად აღმოჩენილ იქნა ძმები ჯეკ
კიურის (1856-1941) და პიერ კიურის (1859-1906) მიერ ([5][6]). მათ აღმოაჩინეს, რომ ზოგი-
ერთი მასალის (როგორიცაა კვარცი, როშელის მარილი, ტოპაზი და სხვა) გაჭიმვა და შეკუმ-
შვა წარმოქმნიდა მოდებული ძალის პროპორციულ და საპირისპირო პოლარობის ელექტრულ
ძაბვას. სიტყვა პიეზოელექტრობა მომდინარეობს ბერძნული ენიდან და ნიშნავს ელექტრობას
მიღებულს ძალების ზემოქმედების შედეგად. მოგვიანებით, თერმოდინამიკის კანონებზე დაყ-
რდნობით ლიპმანმა ([21]) ივარაუდა შებრუნებული პიეზოელექტრული თვისების არსებობა,
რომელიც ექსპერიმენტულად დაადასტურეს ძმებმა კიურებმა 1881 წელს.

რაც შეეხება მაგნიტოელექტრულ ეფექტს, მისი არსებობა პირველად ივარაუდეს ლანდაუმ და
ლიფშიცმა 1957 წელს ([20]), რაც მოგვიანებით ექსპერიმენტულად დადასტურდა ანტიფერო-
მაგნიტური Cr2O3 კრისტალისთვის ([2][9]).

ელექტრომაგნიტური ეფექტები მყარ სხეულებში შესწავლილ იქნა ვ. ნოვაცკის ([37]), პ. დენიე-
ვას ([31]) მიერ. კვლევების სხვა მაგალითები შესაძლებელია იხილოთ შემდეგლიტერატურებში
[1][8][33][34].

თერმო-პიეზო-ელექტრო-მაგნეტო-დრეკადი სხეულის მმართველი განტოლებები მოცემულია მაგ.
გ. ჯაიანის ნაშრომში [13]. მმართველი განტოლებები შედგება შემდეგი განტოლებებისა და და-
მოკიდებულებებისგან: 1. მოძრაობის განტოლებები; 2. კინემატიკური დამოკიდებულებები; 3.
კონსტიტუციური განტოლებები. კონსტიტუციური განტოლებები და მუდმივები (როგორიცაა პი-
ეზოელეცქტრული და პიეზომაგნიტური კოეფიციენტები, დიელექტრიკული და მაგნიტური შეღ-
წევადობა და სხვა) დგინდება ექსპერიმენტული კვლევების შედეგად.

სხეულის დეფორმაციის აღმწერ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემისთვის საწყისი და/ან

4



სასაზღვრო ამოცანების ამოსნა შესაძლებელია დაკავშირებული იყოს გარკვეულ სირთულეებ-
თან, როდესაც, მაგალითად განიხილება წამახვილებული ფირფიტა, რომლის სისქეც საზღვირს
ნაწილზე ან მთელ საზღვარზე ქრება. 1955 წელს ი. ვეკუამ გამოაქვეყნა ნაშრომი, სადაც მან
აღწერა დრეკადი პრიზმული გარსის ახალი მოდელი ([16]). 1965 წელს მან მავე მოდელით
აღწერა სტანდარტული გარსები ([17]). შემდგომში, ამოცანა შესწავლილ იქნა სხვადასხვა ტი-
პის მასალებისთვის გ. ჯაიანის ([11][12][13][14][15]), ნ. ჩინჩალაძის ([4][25][26][27][28]), თ.
ბუჩუკურის, თ. ჭკადუას და დ. ნატროშვილის ([3][7][35][36]) მიერ.

მოცემულ ნაშრომში განხილულია ზოგიერთი ამოცანა არაერთგვაროვანი პიეზოელექტრული
დრეკადი ღეროს დეფორმაციის და რხევის შესახებ. ღერო შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ, რო-
გორც მუდმივი სიმაღლის, სისქისა და სიგანის მქონე მართკუთხა პარალელეპიპედი (ზოგად
შემთხვევაში ღეროს სიმაღლე და სიგანე შეიძლება იყოს ცვლადი, თუმცა, აღნიშნულ ნაშრომ-
ში განხილულია შემთხვევა, როდესაც ისინი წარმოადგენენ მუდმივებს). განიხილა ამოცანები
შემდეგი შეზღუდვით - როდესაც სხეული დეფორმირდება მხოლოდ x3 ღერძის გასწვრივ და
ყველა ფუნქცია დამოკიდებულია მხოლოდ x3 სივრცით ცვლადზე (და t დროზე დინამიკის შემ-
თხვევაში). მთავარ ამოცანას წარმოადგენს მოცემული მუხტის სიმკვრივისა (fe) და x3 ღერძის
გასწვრივ მოცულობითი ძალის მდგენელის (Φ3) პირობებში გადაადგილების ვექტორის (u3),
ელექტრული პოტენციალისა (χ) და მაგნიტური პოტენციალის (η) პოვნა. საბოლოოდ, მოცუ-
ლობითი ძალების x1 და x2 ღერძების გასწვრივ კომპონენტებს ედებათ პირობა, რაც ფიზიკური
თვალსაზრისით გულისხმობს შემდეგს: თუ როგორი მოცულობითი ძალებით უნდა ვიმოქმედოთ
სხეულზე აღნიშნული ღერძების გასწვრივ იმისათვის, რომ სხეული დეფორმირდეს მხოლოდ x3

ღერძის მიმართულებით.

ნაშრომი შედგება შემდეგი პარაგრაფებისგან: პარაგრაფში 1 მიღებულია პიეზოელექტრული
დრეკადი მასალის დეფორმაციის აღმწერი დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა ისეთი შე-
ზღუდვის დროს, როდესაც სხეული დეფორმირდება მხოლოდ x3 სივრცითი ღერძის გასწვრივ;
პარაგრაფში 2 განხილულია სტატიკის (2.1) და რხევის (2.2) ამოცანა, როდესაც კონსტიტუციუ-
რი კოეფიციენტები წარმოადგენენ მუდმივებს; პარაგრაფში 3 განხილულია ამოცანა, როდესაც
კონსტიტუციური კოეფიციენტები წარმოადგენენ x3 სივრცითი ცვლადის ხარისხოვან ფუნქცი-
ებს, ე.ი. მოიცემიან შემდეგი სახით: const. × xκ3 , სადაც κ = cosnt. ∈ (0, 1). განტოლებები
დაყვანილ იქნა მეორე გვარის წრფივ ინტეგრალურ განტოლებაზე. ჰილბერტ-შმიდტის თეორე-
მების ([18][22][19]) გამოყენებით ამონახსნები ჩაიწერა მწკრივის სახით და შესწავლილ იქნა
მიღებული მწკრივების აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადობის საკითხი; პარაგრაფში 4 წარ-
მოდგენილია პარაგრაფ 2-ში განხილული ამოცანების ამონახსნების გრაფიკები. დამატებითი
თეორემები, რომლებიც გამოყენებულია ნაშრომში წარმოდგენილია დანართში A; დანართში
B წარმოდგენილია MATLAB-ის კოდები პარაგრაფ 4-ში განხილული ამოცანების ამოხსნების-
თვის; დანართში C მოყვანილია დამატებითი შენიშვნები.
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1 დამხმარე მასალები

1.1 დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა

მოცემულ ნაშრომში განხილულია პიეზოელექტრული დრეკადი ღერო ([7][13]):

V̄ := {(x1, x2, x3) ∈ R3 : 0 ≤ x3 ≤ L, 0 ≤ x1 ≤ d, 0 ≤ x2 ≤ h} (1)

სადაც L, h = const.

h

L

x3

x2

x1

d

სურ 1.1: V̄ არით მოცემული ღერო

სურ. 1.1-ში ნაჩვენებია (1)-ით მოცემული არე, რომელიც უკავია სხეულს. ფიზიკური თვალ-
საზრისით, სხეული წარმოადგენს x1 ღერძის გასწვრივ ჩალაგებულ უსასრულო რაოდენობის
მართკუთხა პარალელებიპედებს h სიმაღლით, L სიგრძითა და d სიგანით. ნაშრომში განხილუ-
ლია შეზღუდვა, როდესაც სხეული დეფორმირდება მხოლოდ x3 ღერძის გასწვრივ და ყველა
ფუნქცია დამოკიდებულია მხოლოდ x3 სივრცით ცვლადსა და t დროზე.

მმართველ განტოლებებს პიეზოელექტრული კელვინ-ფოიგტის მასალებისთვის სიცარიელეე-
ბით აქვთ შემდეგი სახე (იხ. მაგალითად [13]):

მოძრაობის განტოლებები

Xji,j + Φi = ρüi(x1, x2, x3, t), (x1, x2, x3) ∈ Ω ⊂ R3,

t > t0; i, j = 1, 3
(2)

Dj,j = fe, Bj,j = 0, Ω×]0, T [, j = 1, 3 (3)

სადაც Xij ∈ C1(Ω) წარმოადგენს ძაბვის ტენზორს; Φi წარმოადგენენ მოცულობითი ძალების
მდგენელებს, ρ - მასის სიმკვრივეს, ui ∈ C2(Ω) - გაადადგილებებს; fe : Ω×]0, T [→ R1 წარ-
მოადგენს ელექტრული მუხტის სიმკვრივეს, D := (D1, D2, D3) : Ω×]0, T [→ R3 ელექტრული
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გადაადგილების ვექტორს, B := (B1, B2, B3) : Ω×]0, T [→ R3 - მაგნიტური ინდუქციის ვექტორს.
აქ და შემდგომში გამოყენებული იქნება აინშტაინის აჯამვის წესი.

კინემატიკური დამოკიდებულებები

eij =
1

2
(ui,j + uj,i), i, j = 1, 3 (4)

სადაც eij ∈ C1(Ω) წარმოადგენს დეფორმაციის ტენზორს.

კონსტიტუციური განტოლებები

Xji = Xij = Eijklekl + pkijχ,k + qkijη,k, i, j, k, l = 1, 3 (5)

Dj = pjklekl − ςjlχ,l − ãjlη,l, i, j, k, l = 1, 3 (6)

Bj = qjklekl − ãjlχ,l − ξjlη,l, i, j, k, l = 1, 3 (7)

სადაც Eijkl წარმოადგენენ დრეკად მუდმივებს (გაზომილს მუდმივი ელექტრული და მაგნიტუ-
რი ველის პირობებში), χ : Ω×]0, T [→ R1 და η : Ω×]0, T [→ R1 შესაბამისად ელექტრული და
მაგნიტური ველის პოტენციალს; pkij - პიეზოელექტრულ კოეფიციენტებს (გაზომილს მუდმივი
მაგნიტური ველის პირობებში), და qkij - პიეზომაგნიტურ კოეფიციენტებს (გაზომილს მუდმივი
ელექტრული ველის პირობებში); ςjl და ξjl წარმოადგენენ შესაბამისად დიელექტრულ შეღწე-
ვადობასა (გაზომილს მუდმივი ძაბვისა და მაგნიტური ველის პირობებში) და მაგნიტურ შეღ-
წევადობას (გაზომილს მუდმივი ძაბვისა და ელექტრული ველის პირობებში); ãjl წარმოადგენს
წყვილკოეფიციენტებს (ე.წ. მაგნიტოელექტრულ მუდმივებს), რომელიც აკავშირებს ელექტრულ
და მაგნიტურ ველებს (გაზომილს მუდმივი ძაბვის პირობებში) ([13][38]). შესაძლებელია ჩვენე-
ბა, რომ კონსტიტუციურ კოეფიციენტებს Eijkl, pkij , qkij , ςjl, ãjl, ξjl ახასიათებს შემდეგი სიმეტ-
რია ([37]):

Eijkl = Ejikl = Ejilk = Eklij , ξjl = ξlj , ãjl = ãlj

pkij = pkji, qkij = qkji, ςjl = ςlj (8)

i, j, k, l = 1, 3

ნაშრომში განხილულია შემთხვევა, როდესაც სხეული დეფორმირდება მხოლოდ x3 ღერძის
გასწვრივ, ე.ი. u1 = u2 = 0. უკანასკნელის გათვალისწინებით, თუ ჩავსვამთ (4) დამოკიდებუ-
ლებებს (5)-(7) განტოლებებში და მიღებულს (2) და (3) განტოლებებში, (8) დამოკიდებულებე-
ბის მხედველობაში მიღებით მივიღებთ განტოლებათა შემდეგ სისტემას:

(Eα333u3,3 + p3α3χ,3 + q3α3η,3),3 + Φα = 0, α = 1, 2 (9)

(E3333u3,3 + p333χ,3 + q333η,3),3 + Φ3 = ρü3, (10)

(p333u3,3 − ς33χ,3 − ã33η,3),3 = fe (11)

(q333u3,3 − ã33χ,3 − ξ33η,3),3 = 0 (12)

აღნიშნულ განტოლებებში Φ3, ρ და fe ცნობილი ფუნქციებია, ხოლო u3, χ და η წარმოად-
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გენენ საძიებელ ფუნქციებს. განტოლებათა სისტემის ამოხსნის ძირითად იდეას წარმოადგენს
(x3, χ, η) საძიებელი ფუნქციების პოვნა (10)-(12) სისტემიდან. (9) განტოლებებით კი ედებათ
პირობა მოცულობითი ძალების Φ1 და Φ2 მდგენელებს. ფიზიკური თვალსაზრისით აღნიშნული
პირობების ინტერპრეტაცია არის შემდეგნაირი: როგორი მოცულობითი ძალებით უნდა ვიმოქ-
მედოთ სხეულზე x1 და x2 ღერძის გასწვრივ იმისთვის, რომ სხეული დეფორმირდეს მხოლოდ
x3 ღერძის გასწვრივ.

აქვე აღვნიშნოთ, რომ (9) და (10) განტოლებები მიიღება (2) მოძრაობის განტოლებებიდან,
ხოლო (11) და (12) განტოლებები - (3)-დან.

2 კონსტიტუციური კოეფიციენტები წარმოადგენენ მუდმივებს

მოცემულ პარაგრაფში განხილულია შემთხვევა, როდესაც:Ei333, p333, q333, ς33, ã33, ξ33 = cosnt., i =

1, 3. უკანასკნელის გათვალისწინებით (9)-(12) განტოლებები მიიღებენ სახეს:

Eα333u3,33 + p3α3χ,33 + q3α3η,33 + Φα = 0, α = 1, 2; k = 1, 3 (13)

E3333u3,33 + p333χ,33 + q333η,33 + Φ3 = ρü3, (14)

p333u3,33 − ς33χ,33 − ã33η,33 = fe (15)

q333u3,33 − ã33χ,33 − ξ33η,33 = 0 (16)

თუ (14)-(16) განტოლებათა სისტემას შევხედავთ, როგორც ალგებრულ სისტემას (u3,33, χ,33,η,33)-
ის მიმართ, მაშინ ცხადია, რომ ამონასნის არსებობისთსვის აუცილებელია მოვითხოვოთ შემ-
დეგი დეტერმინანტის ნულისგან განსხვავებულობა:

D ≡

∣∣∣∣∣∣∣
E3333 p333 q333

p333 −ς33 −ã33
q333 −ã33 −ξ33

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 (17)

2.1 სტატიკის ამოცანა

თუ განვიხილავთ შემთხვევას, როდესაც ყველა ფუნქცია დამოკიდებულია მხოლოდ x3 სივ-
რცით ცვლადზე და არ არის დამოკიდებული დროზე, მაშინ (14) განტოლების მარჯვენა მხარე
განულდება და მივიღებთ:

E3333u3,33 + p333χ,33 + q333η,33 + Φ3 = 0 (18)

(13), (15) და (16) განტოლებები არ შეიცვლიან სახეს.

განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც u3(x3) ∈ C2([0, L]) და განვიხილოთ შემდეგი სასაზღვრო
პირობები:

u3(0) = a0, χ(0) = b0, η(0) = d0,

u3(L) = a1, χ(L) = b1, η(L) = d1
(19)
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თუ (15) განტოლებას გავამრავლებთ ξ33-ზე, (16)-ს ã33-ზე და პირველ შედეგს გამოვაკლებთ
მეორეს, მაშინ მივიღებთ გამოსახულებას χ,33-სთვის, რომელიც დამოკიდებული იქნება u3,33-
ზე:

χ,33 =
ξ33p333 − ã33q333
ξ33ς33 − ã233

u3,33 −
ξ33

ξ33ς33 − ã233
fe (20)

ანალოგიურად, (15) და (16) განტოლებებიდან მივიღებთ:

η,33 =
ã33p333 − ς33q333
ã233 − ξ33ς33

u3,33 −
ã33

ã233 − ξ33ς33
fe (21)

(18)-ის გათვალისწინებით, (20)-(21) განტოლებებიდან მივიღებთ:

L1u3,33 − L2fe + Φ3 = 0 (22)

სადაც

L1 = E3333 +
ξ33p

2
333 − 2ã33p333q333 + ς33q

2
333

ξ33ς33 − ã233

L2 =
ξ33p333 − ã33q333
ξ33ς33 − ã233

(22)-ის ორჯერ ინტეგრებით 0-დან x3-მდე მივიღებთ ზოგად ამონახსნს u3-სთვის:

u3(x3) = − 1

L1

∫ x3

0
(x3 − y) (Φ3(y)− L2fe(y)) dy + c1x3 + c2 (23)

(19) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით:

c1 =
1

L

[
L1(a1 − a0)−

∫ L

0
(L− y) (L2fe(y)− Φ3(y))

]
,

c2 = L1a0

(24)

მაშინ, (23) და (24)-დან მივიღებთ:

u3(x3) = L1a0 +
x3
L

(a1 − a0) +
1

L1

∫ L

0
K(x3, y) (Φ3(y)− L2fe(y)) dy (25)

სადაც

K(x3, y) = K(y, x3) =

y
(
1− x3

L

)
0 ≤ y ≤ x3

x3
(
1− y

L

)
x3 ≤ y ≤ L

(26)

ანალოგიურად, (20) და (21) განტოლებების ორჯერ ინტეგრებით 0-დან x3-მდე მივიღებთ:

χ(x3) = L23u3 − L3

∫ x3

0
(x3 − y)fe(y)dy + c3x3 + c4 (27)

η(x3) = L4u3 − L5

∫ x3

0
(x3 − y)fe(y)dy + c5x3 + c6 (28)
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სადაც

L2i =
p3i3ξ33 − q3i3ã33
ξ33ς33 − (ã33)2

, i = 1, 3 (29)

L3 =
ξ33

ξ33ς33 − (ã33)2
(30)

L4 =
p333ã33 − ς33q333
(ã33)2 − ς33ξ33

(31)

L5 =
ã33

(ã33)2 − ς33ξ33
(32)

(19) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით:

c3 =
1

L

(
b1 − b0 + L23(a0 − a1)

∫ L

0
(L− y)fe(y)dy

)
c4 = b0 − L23a0

c5 =
1

L

(
d1 − d0 + L4(a0 − a1)

∫ L

0
(L− y)fe(y)dy

)
c6 = d0 − L4a0

(33)

მაშინ (27), (28) და (33)-დან მივიღებთ საბოლოო გამოსახულებებს χ და η-სთვის:

χ(x3) = L23u3(x3) +
x3
L

(b1 − b0 + L23(a0 − a1)) + L3

∫ L

0
K(x3, y)fe(y)dy + b0 − L23a0

η(x3) = L4u3(x3) +
x3
L

(d1 − d0 + L4(a0 − a1)) + L5

∫ L

0
K(x3, y)fe(y)dy + d0 − L4a0

ბოლოს, (13) და (22) განტოლებებიდან მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებებს Φ1 და Φ2-სთვის:

Φα(x3) =

(
L2α −

L1α

L13
L23

)
fe(x3) +

L1α

L13
Φ3(x3), α = 1, 2

სადაც

L1i = Ei333 +
p3i3(ξ33p333 − ã33q333)

ξ33ς33 − (ã33)2
+
q3i3(ã33p333 − ς33q333)

(ã33)2 − ς33ξ33
, i = 1, 3 (34)

აღვნიშნოთ, რომ L13 = L1 და L23 = L2.

2.2 დინამიკის ამოცანა

მოცემულ პარაგრაფში განხილულია შემთხვევა, როდესაც კონსტიტუციური კოეფიციენტები
წარმოადგენენ მუდმივებს და განტოლებებში შემავალი ყველა ფუნქცია დამოკიდებულია რო-
გორც x3 სივრცით ცვლადზე, ასევე t დროზე. თუ (14)-(16) განტოლებათა სისტემის ამოხსნას
დავიწყებთ იმავე გზით, რომელიც განხილული იყო პარაგრაფში 2.1, დავალთ (22)-ის მსგავს
განტოლებაზე არანულოვანი მარჯვენა მხრით:

L1u3,33(x3, t)− L2fe(x3, t) + Φ3(x3, t) = ρü3(x3, t) (35)
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საძიებელი ფუნქციები ვეძებოთ შემდეგი სახით:

u3(x3, t) = u03(x3)e
−iωt, fe(x3, t) = f0e (x3)e

−iωt,Φ3(x3, t) = Φ0
3(x3)e

−iωt

η = η0(x3)e
−iωt, χ = χ0(x3)e

−iωt
(36)

სადაც u03(x3) ∈ C2([0, L]) და განვიხილოთ შემდეგი სასაზღვრო პირობები:

u3(0, t) = a∗e−iωt, χ(0, t) = a0e
−iωt, η(0, t) = b0e

−iωt

u3(L, t) = b∗e−iωt, χ(L, t) = aLe
−iωt, η(L, t) = bLe

−iωt
(37)

(35) და (36) განტოლებებიდან მივიღებთ:

L1u
0
3,33(x3) + ρω2u03(x3) = L2f

0
e (x3)− Φ0

3(x3) (38)

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნები:

g(x3) ≡
L2f

0
e (x3)

L1
− Φ0

3(x3)

L1

და

ω2
0 ≡

ρω2

|L1|

მაშინ (38) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს:

u03,33(x3) + sign(L1)
ρω2

|L1|
u03(x3) = g(x3) (39)

სადაც

sign(L1) =

1 L1 > 0

−1 L1 < 0

(39) განტოლებას ვხსნით მუდმივის ვარიაციის მეთოდით ([39]).

შემთხვევა 1: L1 > 0

როდესაც L1 > 0 შესაძლებელია ჩვენება, რომ (39) განტოლების ზოგად ამონახსნს აქვს შემ-
დეგი სახე:

u03(x3) = c1e
−iω0x3 + c2e

iω0x3 − e−iω0x3

∫ x3

0

eiω0ξg(ξ)

W (e−iω0ξ, eiω0ξ)(ξ)
dξ

+eiω0x3

∫ x3

0

e−iω0ξg(ξ)

W (e−iω0ξ, eiω0ξ)(ξ)
dξ

(40)

სადაც c1e−iω0x3 + c2e
iω0x3 წარმოადგენს (39)-ის შესაბამისი ერთგვაროვანი დიფერენციალური

განტოლების ზოგად ამონახსნებს, ხოლო W (e−iω0x3 , eiω0x3) წარმოადგენს e−iω0x3 და eiω0x3 -ის
ვრონსკის დეტერმინანტს:

W (e−iω0x3 , eiω0x3) = 2iω0e
iω0x3e−iω0x3

(40)-დან (37) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებებს c1
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და c2-სთვის:

c1 =
1

2isin(ω0L)

(
a∗eiω0L − b∗ +

1

ω0

∫ L

0
g(ξ)sin(ω0(L− ξ))dξ

)
c2 =

−1

2isin(ω0L)

(
a∗e−iω0L − b∗ +

1

ω0

∫ L

0
g(ξ)sin(ω0(L− ξ))dξ

)
აღნიშნულის (40) განტოლებაში ჩასმისა და eiθ = cos(θ) + isin(θ) დამოკიდებულიების გათვა-
ლისწინების შემდეგ მივიღებთ:

u03(x3) = Acos(ω0x3) +Bsin(ω0x3) +
1

ω0

∫ x3

0
g(ξ)sin (ω0(x3 − ξ)) dξ (41)

სადაც
A = a∗

და

B = −a∗ctg(ω0L) +
b∗

sin(ω0L)
− 1

ω0sin(ω0L)

∫ L

0
g(ξ)sin (ω0(L− ξ)) dξ

იმისათვის, რომ (41) გამოსახულება გავამარტივოთ, შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშვნა:

R =
√
A2 +B2

მაშინ (41) გამოსახულება მიიღებს შემდეგ სახეს:

u03(x3) = R

(
A√

A2 +B2
cos(ω0x3) +

B√
A2 +B2

sin(ω0x3)

)
+

1

ω0

∫ x3

0
g(ξ)sin (ω0(x3 − ξ)) dξ

(42)

თუ დამატებით შემოვიღებთ აღნიშვნას:

A√
A2 +B2

= cos(ϕ)

მივიღებთ საბოლოო გამოსახულებას u03(x3)-სთვის:

u03(x3) = Rcos(ω0x3 − ϕ) +
1

ω0

∫ x3

0
g(ξ)sin (ω0(x3 − ξ)) dξ (43)

Case 2: L1 < 0

ანალოგიურად, თუ L1 < 0, მაშინ u03(x3) ჩაიწერება ზოგადი სახით:

u03(x3) = c1e
−ω0x3 + c2e

ω0x3 − e−ω0x3

∫ x3

0

eω0ξg(ξ)

W (e−ω0ξ, eω0ξ)(ξ)
dξ

+eω0x3

∫ x3

0

e−ω0ξg(ξ)

W (e−ω0ξ, eω0ξ)(ξ)
dξ

(44)

სადაც c1e−ω0x3 + c2e
ω0x3 წარმოადგენს (39)-ის შესაბამისი ერთგვაროვანი დიფერენციალური
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განტოლების ზოგად ამონახნსებს, ხოლო W (e−ω0x3 , eω0x3) წარმოადგენს e−ω0x3 და eω0x3 -ის
ვრონსკის დეტერმინანტს:

W (e−ω0x3 , eω0x3) = 2ω0e
−ω0x3eω0x3

(37) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით:

c1 =
1

eω0L − e−ω0L

(
a∗eω0L − b∗ +

1

2ω0

∫ L

0
g(ξ)(eω0(L−ξ) − e−ω0(L−ξ))dξ

)
c2 =

−1

eω0L − e−ω0L

(
a∗e−ω0L − b∗ +

1

2ω0

∫ L

0
g(ξ)(eω0(L−ξ) − e−ω0(L−ξ))dξ

)
უკანასკნელის გათვალისწინებით u03(x3)-სთვის მივიღებთ შემდეგ გამოსახულებას:

u03(x3) = Ae−ω0x3 +Beω0x3 +
1

2ω0

∫ x3

0
g(ξ)(eω0(x3−ξ) − e−ω0(x3−ξ))dξ (45)

სადაც

A =
1

eω0L − e−ω0L

(
a∗eω0L − b∗ +

1

2ω0

∫ L

0
g(ξ)(eω0(L−ξ) − e−ω0(L−ξ))dξ

)
და

B =
1

e−ω0L − eω0L

(
a∗e−ω0L − b∗ +

1

2ω0

∫ L

0
g(ξ)(eω0(L−ξ) − e−ω0(L−ξ))dξ

)
ზემოთაღნიშნულ ორ შემთხვევაში მიღებული შედეგები ჩავწეროთ ერთი გამოსახულების სა-
ხით:

u03(x3) =

Rcos(ω0x3 − φ) + 1
ω0

∫ x3
0 g(ξ)sin (ω0(x3 − ξ)) dξ L1 > 0

Ae−ω0x3 +Beω0x3 + 1
2ω0

∫ x3
0 g(ξ)(eω0(x3−ξ) − e−ω0(x3−ξ))dξ L1 < 0

(46)

ადვილია იმის ჩვენება, რომ (46) აკმაყოფილებს (39) განტოლებასა და (37) სასაზღვრო პირო-
ბებს.

საბოლოო გამოსახულება u3(x3, t)-სთვის ადვილად მიიღება (46) და (36)-ის გათვალისწინებით.

(15) და (16) განტოლებებიდან მიიღება იგივე გამოსახულებები η0,33 და χ0
,33-სთვის როგორიც

მოცემული იყო η,33 და χ,33-თვის (20) და (21) გამოსახულებებით. შედეგად, თუ მიღებული
დიფერენციალური განტოლებების ამოხსნას ზუსტად მივყვებით იმავე გზით, (37) სასაზღვრო
პირობების გათვალისწინებით მიიღება შემდეგი გამოსახულებები η0(x3) და χ0(x3)-სთვის:

η0(x3) = L4u3 + k1x3 + k2 + L5

∫ L

0
K(x3, y)fe(y)dy

χ0(x3) = L23u3 + k3x3 + k4 + L3

∫ L

0
K(x3, y)fe(y)dy
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სადაც K(x3, y) მოიცემა (26)-ით, მუდმივები L23, L3, L4, L5 (29)-(32) აღნიშვნებით და

k1 =
1

L
[L4(a

∗ − b∗) + bL − b0]

k2 = b0 − L4a
∗

k3 =
1

L
[L23(a

∗ − b∗) + aL − a0]

k4 = a0 − L3a
∗

საბოლოოდ, (13) განტოლებებიდან Φ1 და Φ2-სთვის მივიღებთ პირობებს, რომლებიც შეზღუ-
დავენ სხეულის დეფორმაციას მხოლოდ x3 ღერძის გასწვრივ:

Φα(x3) = −L1αu3,33(x3) + L2αfe(x3), α = 1, 2

სადაც L1α მოიცემა (34) აღნიშვნით.

3 კონსტიტუციური კოეფიციენტები წარმოადგენენ x3 სივრცითი ცვლა-
დის ხარისხოვან ფუნქციებს

მოცემულ პარაგრაფში განხილულია შემთხვევა, როდესაც კონსტიტუციური კოეფიციენტები
წარმოადგენენ x3 სივრცითი ცვლადის ხარისხოვან ფუნქციებს:

Ei333 = E0
i333x

κ
3 , p3i3 = p03i3x

κ
3 , q3i3 = q03i3x

κ
3 , ς33 = ς033x

κ
3 ,

ξ33 = ξ033x
κ
3 , ã33 = ã033x

κ
3 , i = 1, 3

(47)

სადაც E0
i333, p

0
3i3, q

0
3i3, ς

0
33, ξ

0
33, ã

0
33, κ = const, i = 1, 3 და κ > 0.

(47)-ის გათვალისწინებით (10)-(12) განტოლებათა სისტემა მიიღებს სახეს:

(E0
3333x

κ
3u3,3 + p0333x

κ
3χ,3 + q0333x

κ
3η,3),3 + Φ3 = ρü3 (48)

(p0333x
κ
3u3,3 − ς033xκ3χ,3 − ã033xκ3η,3),3 = fe (49)

(q0333x
κ
3u3,3 − ã033xκ3χ,3 − ξ033xκ3η,3),3 = 0 (50)

თუ (48)-(50) განტოლებათა სისტემას შევხედავთ, როგორც ალგებრულ სისტემას (xκ3u3,3),3,
(xκ3χ,3),3 და (xκ3η,3),3-ის მიმართ, მაშინ ცხადია, რომ ამონახსნის არსებობისთვის აუცილებელია
მოვითხოვოთ შემდეგი დეტერმინანტის ნულისგან განსხვავებულობა:

D ≡

∣∣∣∣∣∣∣
E0

3333 p0333 q0333
p0333 −ς033 −ã033
q0333 −ã033 −ξ033

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 (51)

მოგვიანებით ვაჩვენებთ (იხ. ლემა 3.4), რომ დასმული ამოცანის ამონახსნი არის რხევადი
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მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც სრულდება შემდეგი პირობა:

D > 0 (52)

3.1 (48)-(50) დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა

განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც სრულდება შემდეგი პირობები:

u3(·, t) ∈ C2(]0, L[) ∩ C([0, L])

u3(x3, ·) ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t ≥ 0), u3(x3, t) ∈ C(0 ≤ x3 ≤ L, t ≥ 0)

დამატებით ჩავთვალოთ, რომ κ < 1 და განვიხილოთ შემდეგი ერთგვაროვანი სასაზღვრო პი-
რობები:

u3(0, t) = u3(L, t) = ξ(0, t) = ξ(L, t) = η(0, t) = η(L, t) = 0 (53)

და არაერთგვაროვანი საწყისი პირობები:

u3(x3, 0) = ϕ1(x3) (54)

u̇3(x3, 0) = ϕ2(x3) (55)

(48) განტოლების ინტეგრებით L-დან x3-მდე, მიღებული განტოლების ორივე მხრის გაყოფით
xκ3 -ზე და მიღებული შედეგის ხელმეორედ ინტეგრებით L-დან x3-მდე მივიღებთ:

E0
3333u3 + p0333χ+ q0333η −

ρ

1− κ

∫ x3

L
(x1−κ3 − y1−κ)ü3(y, t)dy

= − 1

1− κ

∫ x3

L
(x1−κ3 − y1−κ)Φ3(y)dy +

c11
1− κ

(x1−κ3 − L1−κ) + c12

(56)

(53) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით:

c11 =
1

L1−κ

[
ρ

∫ L

0
y1−κü3(y, t)dy −

∫ L

0
y1−κΦ3(y)dy

]
c12 = 0

(57)

უკანასკნელის გათვალისწინებით:

E0
3333u3(x3, t) + p0333χ(x3, t) + q0333η(x3, t)−

ρ

1− κ

∫ x3

L
(x1−κ3 − y1−κ)ü3(y, t)dy

= − 1

1− κ

∫ x3

L
(x1−κ3 − y1−κ)Φ3(y, t)dy

+
x1−κ3 − L1−κ

(1− κ)L1−κ

(
ρ

∫ L

0
y1−κü3(y, t)dy −

∫ L

0
y1−κΦ3(y, t)dy

) (58)

მსგავსად, (49) და (50) გაანტოლებებიდან მივიღებთ ზოგად ამონახსნებს χ და η-სთვის, რო-
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გორც u3-ის ფუნქციებს:

χ(x3, t) =
ξ033p

0
333 − ã033q0333

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2
u3(x3, t)−

1

1− κ
ξ033

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2

∫ x3

L
(x1−κ3 − y1−κ)fe(y)dy

− 1

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2

c21
1− κ

(x1−κ3 − L1−κ)− c22
ξ033ς

0
33 − (ã033)

2

(59)

η(x3, t) =
ã033p

0
333 − ς033q0333

(ã033)
2 − ξ033ς033

u3(x3, t)−
1

1− κ
ã033

(ã033)
2 − ξ033ς033

∫ x3

L
(x1−κ3 − y1−κ)fe(y)dy

− 1

(ã033)
2 − ξ033ς033

c31
1− κ

(x1−κ3 − L1−κ)− c32
ξ033ς

0
33 − (ã033)

2

(60)

(53) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით, (59) და (60)-დან მივიღებთ:

c21 =
ξ033
L1−κ

∫ L

0
y1−κfe(y)dy

c22 = 0

c31 =
ã033
L1−κ

∫ L

0
y1−κfe(y)dy

c32 = 0

(61)

საბოლოოდ, (61)-ს გათვალისწინებით:

χ(x3, t) =
1

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2
×[

(ξ033p
0
333 − ã033q0333)u3(x3, t)−

ξ033
1− κ

∫ x3

L
(x1−κ3 − y1−κ)fe(y, t)dy

− ξ033(x
1−κ
3 − L1−κ)

(1− κ)L1−κ

∫ L

0
y1−κfe(y, t)dy

] (62)

η(x3, t) =
−1

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2
×[

(ã033p
0
333 − ς033q0333)u3(x3, t)−

ã033
1− κ

∫ x3

L
(x1−κ3 − y1−κ)fe(y, t)dy

− ã033(x
1−κ
3 − L1−κ)

(1− κ)L1−κ

∫ L

0
y1−κfe(y, t)dy

] (63)

(62) და (63)-ის ჩასმით (58) განტოლებაში, მარტივი გარდაქმნების შემდეგ u3-სთვის მივიღებთ
შემდეგ ინტეგრალურ განტოლებას:

u3(x3, t) + ρ

∫ L

0
K(x3, y)ü3(y, t)dy = −L2

∫ L

0
K(x3, y)fe(y, t)dy

+

∫ L

0
K(x3, y)Φ3(y, t)dy

(64)
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სადაც

K(x3, y) =
1

(1− κ)L1L1−κ ×

y1−κ(L1−κ − x1−κ3 ) 0 ≤ y ≤ x3
x1−κ3 (L1−κ − y1−κ) x3 ≤ y ≤ L

(65)

L1 = E0
3333 +

(p0333)
2ξ033 − 2p0333q

0
333ã

0
33 + (q0333)

2ς033
ξ033ς

0
33 − (ã033)

2
(66)

L2 =
p0333ξ

0
33 − q0333ã033

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2
(67)

ქვემოთ მოყვანილი ლემის ძალით K(x3, y) არის სიმეტრიული.

ლემა 3.1. (65)-ით განსაზღვრული K(x3, y) სიმეტრიულია, ე.ი.:

K(x3, y) = K(y, x3)

დამტკიცება. დავუშვათ z1, z2 ∈ [0, L]. მაშინ, პირდაპირი ჩასმით მივიღებთ:

K(z1, z2) = K(z2, z1)

დამატებით, თოერემა A.5-ის ძალით K(x, t)-ის უველა საკუთრივი რიცხვი ნამდვილია.

(62) და (63)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ:

χ,3(x3, t)x
κ
3 =

1

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2

[
(p0333ξ

0
33 − q0333ã033)u3,3(x3, t)xκ3

+ξ033

∫ L

x3

fe(y, t)dy −
ξ033
L1−κ

∫ L

0
y1−κfe(y, t)dy

] (68)

η,3(x3, t)x
κ
3 = − 1

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2

[
(ã033p

0
333 − ς033q0333)u3,3(x3, t)xκ3

+ã033

∫ L

x3

fe(y, t)dy −
ã033
L1−κ

∫ L

0
y1−κfe(y, t)dy

] (69)

(68)-(69) გამოსახულებების ჩასმით (48)-ში მივიღებთ შემდეგ დიფერენციალურ განტოლებას:

[L1u3,3x
κ
3 ],3 − ρü3 = F (x3, t) (70)

სადაც
F (x3, t) ≡ L2fe(x3, t)− Φ3(x3, t) (71)

თავდაპირველად დავუშვათ, რომ fe(x3, t) ≡ 0 და Φ3(x3, t) ≡ 0 ნებისმიერი x3 ∈ [0, L] და
t > 0-სთვის. მაშინ, F (x3, t) რომელიც განსაზღვრულია (71)-ით:

F (x3, t) ≡ 0 (72)
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u3(x3, t) ვეძებოთ შემდეგი სახით:

u3(x3, t) = X(x3)T (t) (73)

(70), (72) და (73)-დან მივიღებთ:

T̈ (t)

T (t)
=
L1(X,3(x3)x

κ
3),3

ρX(x3)
= −λ2 = const. (74)

(53) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით (73)-დან მივიღებთ:

X(0) = X(L) = 0 (75)

ასევე, (64) განტოლებიდან (73) და (74)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ:

T̈ (t)

T (t)
= −λ2 = − X(x3)

ρ
∫ L
0 K(x3, y)X(y)dy

(76)

და

X(x3) = λ2ρ

∫ L

0
K(x3, y)X(y)dy (77)

დავამტკიცოთ შემდეგი ორი ლემა:

ლემა 3.2. (77) განტოლების λ2n საკუთრივ რიცხვთა რაოდენობა არ არის სასრული.

დამტკიცება. საწინააღმდეგოს დაშვების ძალით დავუშვათ, რომ λ2n საკუთრივი რიცხვების რა-
ოდენობა სასრულია და n = 1,m. მაშინK(x3, y) შესაძლებელია წარმოდგინდეს შემდეგი სახით
(იხ. თეორემა A.2):

K(x3, y) =

m∑
n=1

Xn(x3)Xn(y)

λ2n

სადაც Xn(x3) ∈ C2(]0, L[). მაშინ

K(x3, y) ∈ C2(]0, L[) (78)

მაგრამ

K ′(x3, y)
∣∣
y→x− −K

′(x3, y)
∣∣
y→x3+ = −x

−κ
3

L1

i.e. K(x3, y) /∈ C2(]0, L[), რაც ეწინააღმდეგება (78)-ს.

ლემა 3.3. ამოცანის ამონახსნი რხევადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც L1 განსაზღვრუ-
ლი (66)-ით დადებითია.

დამტკიცება. (74)-დან:
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X(x3) = − L1

λ2ρ
(X,3(x3)x

κ
3),3 (79)

დავუშვათ (ზოგადობის დაურღვევლად, იხ. თეორემა A.4), რომ Xn(x3) წარმოადგენენ (79)-ის
ორთონორმირებულ საკუთრივ რიცხვებს, მაშინ

λ2nXn(x3) = −L1

ρ
(Xn,3(x3)x

κ
3),3

თუ უკანასკნელი ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ Xn(x3)-ზე და ვაინტეგრებთ 0-დან
L-მდე, მივიღებთ:

λ2n = −L1

ρ

∫ L

0
Xn(x3)(Xn,3(x3)x

κ
3),3dx3 =

L1

ρ

∫ L

0
(Xn,3x

κ/2
3 )2dx3

ახლა, ჩვენ შეგვიძლია დავამტკიცოთ შემდეგი ლემა:

ლემა 3.4. (48)-(50) განტოლებათა სისტემის ამონახსნი რხევადია მაშინ და მხოლოდ მაშინ,
როდესაც სრულდება (52) პირობა. (52) პირობა ექვივალენტურია შემდეგი პირობების: (a) L1 >

0, (b) λ2n > 0, n ∈ N .

დამტკიცება. ლემა 3.3-ის თანახმად, როდესაც L1 > 0 განტოლებათა სისტემის ამონახსნი რხე-
ვადია.

მეორე მხრივ, (51) და (66)-ის გათვალისწინებით:

D =
L1

ξ033ς
0
33 − (ã033)

2

შესაძლებელია ჩვენება ([7][37]), რომ ξ033ς033 − (ã033)
2 > 0. აქედან ვასკვნით, რომ D-ს ნიშანი

ემთხვევა L1-ის ნიშანს.

ლემა 3.4-ის გათვალისწინებით (76) განტოლების ამონახსნი Tn(t) საკუთრივი ფუნქციებისთვის
შესაბამისი λ2n საკუთრივი რიცხვებით მოიცემა შემდეგი სახით:

Tn(t) = bn1sin(λnt) + bn2cos(λnt)

(73)-ის გათვალისწინებით უკანასკნელი ტოლობა გვაძლებს ფორმალურ გამოსახულებას u3(x3, t)-
სთვის:

u3(x3, t) =
∞∑
n=1

Xn(x3) (bn1sin(λnt) + bn2cos(λnt)) (80)

(80) გამოსახულების ფორმალურად გაწარმოებით t დროის მიმართ ვღებულობთ:

du3(x3, t)

dt
=

∞∑
n=1

λnXn(x3) (bn1cos(λnt)− bn2sin(λnt)) (81)

19



(54)-(55) საწყისი პირობების გათვალისწინებით (80) და (81)-დან ფორმალურად ვღებულობთ:

ϕ1(x3) =
∞∑
n=1

Xn(x3)b
n
2 (82)

ϕ2(x3) =
∞∑
n=1

λnXn(x3)b
n
1 (83)

bn1 და bn2 -ისთვის გამოსახულების მისაღებად შემოვიღოთ აღნიშვნა:

Ψα(x3) ≡
L1

ρ
(ϕα,3(x3)x

κ
3),3 ∈ C([0, L]), α = 1, 2 (84)

(84)-ის ინტეგრებით L-დან x3-მდე, მიღებული შედეგის ორივე მხრის გაყოფით x3-ზე და შემ-
დეგ ხელმეორედ ინტეგრებით L-დან x3-მდე, (53) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით
მივიღებთ:

ϕα(x3) = −ρ
∫ L

0
K(x3, y)Ψα(y)dy, α = 1, 2 (85)

სადაც K(x3, y) განსაზღვრულია (65)-ით.

რადგან Ψi(ξ) ∈ C([0, L]), ხოლო K(x3, ξ) ∈ C([0, L] × [0, L]) სიმეტრიულია (იხ. ლემა 3.1),
თეორემა A.1-ის ძალით ϕα(x3) შესაძლებელია წარმოდგინდეს აბსოლუტურად და თანაბრად
კრებადი მწკრივის სახით [0, L] ინტერვალზე:

ϕα(x3) =

∞∑
n=1

(∫ L

0
ϕα(y)Xn(y)dy

)
Xn(x3), α = 1, 2 (86)

ბოლოს, (86) განტოლებიდან, (82) და (83)-ს გათვალისწინებით, მივიღებთ:

bn1 =
1

λn

∫ L

0
ϕ2(y)Xn(y)dy (87)

bn2 =

∫ L

0
ϕ1(y)Xn(y)dy (88)

(80) და (81) ტოლობების მარჯვენა მხარეში არსებული მწკრივების, ასევე xκu3,3(x3, t)-ისა და
(xκu3,3(x3, t)),3-ის შესაბამისი მწკრივების აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადობა (72) ერ-
თგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების შემთხვევაში განხილულია პარაგრაფში 3.2.

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც fe(x3, t) 6≡ 0 და Φ3 6≡ 0. დამატებით, თავდაპირველად
განვიხილოთ შემთხვევა, როდესაც ϕi(x3) საწყისი პირობები, რომლებიც მოიცემა (54)-(55)
საწყისი პირობებით, იგივურად ნულის ტოლია x3 ∈ [0, L] ინტერვალზე.

დავუშვათ F (x3, t) ∈ L2([0, L]). მაშინ F (x3, t) შესაძლებელია ჩაიწეროს შემდეგი სახით:

F (x3, t) =
∞∑
n=1

cnφn

სადაც φn წარმოქმნიან ორთოგონალურ ოჯახს L2([0, L])-ში. მაშინ, თეორემა A.6-ის ძალით
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F (x3, t) შესაძლებელია წარმოვადგინოთ თანაბრად კრებადი მწკრივის სახით:

F (x3, t) =

∞∑
n=1

(F (x3, t), Xn(x3))Xn(x3) =

∞∑
n=1

(∫ L

0
F (x3, t)Xn(x3)dx3

)
Xn(x3)

=
∞∑
n=1

Fn(t)Xn(x3)

(89)

სადაც

Fn(t) =

∫ L

0
F (x3, t)Xn(x3)dx3 (90)

ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით:

u3(x3, t) =
∞∑
n=1

un(x3, t) (91)

სადაც un(x3, t) წარმოადგენს ამოცანის ამონახსნს, სადაც F (x3, t) შეცვლილია Xn(x3)Fn(t)-
თი. ამონახსნი ვეძებოთ ცვლადთა განცალების მეთოდის გამოყენებით:

un(x3, t) = Xn(x3)T1n(t) (92)

უკანასკნელის გათვალისწინებით (70) განტოლებიდან მივიღებთ:

(L1Xn,3(x3)x
κ
3),3

Xn(x3)
=
ρT̈1n(t) + Fn(t)

T1n(t)
= −λ2n (93)

სადაც Xn(x3) აკმაყოფილებს (77) განტოლებას.

თუ (93) განტოლებას ამოვხსნით მუდმივის ვარიაციის მეთოდით Tin(t)-სთვის, მაშინ (91), (92)
და საწყის-სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით, T1n ჩაიწერება შემდეგი სახით:

T1n =

√
ρ

λn

∫ t

0
Fn(τ)sin

(
λn√
ρ

(t− τ)

)
dτ (94)

ამასთან, (92) და (94)-ის გათვალისწინებით u3(x3, t)-სთვის მივიღებთ შემდეგ მწკრივს:

u3(x3, t) =
∞∑
n=1

√
ρ

λn
Xn(x3)

∫ t

0

[∫ L

0
F (ξ, τ)Xn(ξ)dξ

]
sin

(
λn√
ρ

(t− τ)

)
dτ (95)

იმ შემთხვევაში, როდესაც F (., t) ∈ C([0, L]) და F (x3, .) ∈ C(t > 0) ∩ C1(t > 0) ∩ C2(t > 0),
(95) გამოსახულების მარჯვენა მხარეში არსებული მწკრივის, მისი დროით პირველი და მეორე
რიგის წარმოებულის შესაბამისი მწკრივებისა და xκu3,3(x3, t) და (xκu3,3(x3, t)),3-ს შესაბამი-
სი მწკრივების აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადობის საკითხი შესწავლილია პარაგრაფში
3.2.2-ში.
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ბოლოს, თუ ϕi(x3) 6≡ 0, მაშინ ამონახსნი შესაძლებელია წარმოვაადგინოთ შემდეგი სახით:

u3(x3, t) =

∞∑
n=1

un(x3, t)

სადაც
un(x3, t) = Xn(x3)(Tn + T1n)

Xn(x3)Tn მოიცემა (80), ხოლო Xn(x3)T1n - (95) გამოსახულებებით.

3.2 ამონახსნის აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადობა

Remark 3.1. სიმარტივისთვის, მოყვენილ თეორემებში უტოლობების მარცხენა მხარეს მოცე-
მული ფუნქციების ქვეშ იგულისხმება შესაბამისი მწკრივები.

3.2.1 ამონახსნის კრებადობა ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების შემთხვე-
ვაში

თეორემა 3.1. (82) და (83) გამოსახულებების მარჯვენა მხარეს მოცემული მწკრივები აბსო-
ლუტურად და თანაბრად კრებადია x3 ∈ [0, L] შუალედზე.

დამტკიცება. (74) და (87)-დან ვღებულობთ:

bn1 = − L1

λ3nρ

∫ L

0
(Xn,3(x3)x

κ
3),3 ϕ2(x3)dx3

=
L1

λ3nρ

∫ L

0
Xn,3(x3)x

κ
3ϕ2,3(x3)dx3

= − L1

λ3nρ

∫ L

0
Xn(x3)ϕ2(x3)dx3

(96)

ანალოგიურად:

bn2 = − L1

λ2nρ

∫ L

0
Xn(x3)ϕ1(x3)dx3 (97)

რადგან (86) გამოსახულების მარჯვენა მხარეს მოცემული მწკრივი აბსოლუტურად და თანაბ-
რად კრებადია [0, L] შუალედზე და K(x3, ξ) ∈ C([0, L]× [0, L]), (77) და (97)-ის გათვალისწინე-
ბით:

|ϕ1| ≤
∞∑
n=1

|Xn(x3)b
n
2 | =

∞∑
n=1

∣∣∣∣λ2nρ∫ L

0
K(x3, y)Xn(y)bn2dy

∣∣∣∣
≤ |L1|

∞∑
n=1

∣∣∣∣∫ L

0
K(x3, y)

[∫ L

0
Xn(ξ)ϕ1(ξ)Xn(y)dξ

]
dy

∣∣∣∣
≤ |L1|

∫ L

0
|K(x3, y)|

∞∑
n=1

∣∣∣∣∫ L

0
Xn(ξ)ϕ1(ξ)Xn(y)dξ

∣∣∣∣ dy
≤ |L1|

∫ L

0
|K(x3, y)|M(y)dy ≤ |L1|M

∫ L

0
|K(x3, y)|dy <∞
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სადაც

M(y) =
∞∑
n=1

∣∣∣∣∫ L

0
Xn(ξ)ϕ1(ξ)Xn(y)dξ

∣∣∣∣
ტოლობის მარჯვენა მხარეში მოცემული მწკრივის ჯამი აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადია
[0, L] შუალედზე და M = max

0≤y≤L
M(y). ანალოგიურად, (96)-დან:

|ϕ2| ≤
∞∑
n=1

|λnXn(x3)b
n
1 | <∞

თეორემა 3.2. (80) გამოსახულების მარჯვენა მხარეს მოცემული მწკრივი, ისევე როგორც მისი
t დროით პირველი და მეორე რიგის წარმოებული აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადია x3 ∈
[0, L] ინტერვალზე.

დამტკიცება. (80)-დან, თეორემა 3.1-ის შედეგის გამოყენებით მივიღებთ:

|u3(x3, t)| ≤
∞∑
n=1

|Xn(x3)||bn1 | |sin (λnt)|+
∞∑
n=1

|Xn(x3)||bn2 | |cos (λnt)|

≤ 1

λ0

∞∑
n=1

|λnXn(x3)b
n
1 |+

∞∑
n=1

|Xn(x3)b
n
2 | <∞

(81) გამოსახულებიდან და (86)-ის მარჯვენა მხარეში მოცემული მწკრივის აბსოლუტურად და
თანაბრად კრებადობიდან ვღებულობთ:

|u̇3(x3, t)| ≤
∞∑
n=1

λn|Xn(x3)||bn1cos(λnt)|

+
∞∑
n=1

λn|Xn(x3)||bn2sin(λnt)|

≤ L1

λ20ρ

∞∑
n=1

|Xn(x3)|
∣∣∣∣∫ L

0
Xn(ξ)ϕ2(ξ)dξ

∣∣∣∣
+

L1

λ0ρ

∞∑
n=1

|Xn(x3)|
∣∣∣∣∫ L

0
Xn(ξ)ϕ1(ξ)dξ

∣∣∣∣
≤ L1

λ20ρ
M2(x3) +

L1

λ0ρ
M1(x3) <∞

სადაც λ20 = min
n
λ2n და

Mα(x3) =
∞∑
n=1

|Xn(x3)|
∣∣∣∣∫ L

0
Xn(ξ)ϕα(ξ)dξ

∣∣∣∣ (98)
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ანალოგიურად,

|ü3(x3, t)| ≤
L1

λ0ρ

∞∑
n=1

|Xn(x3)|
∣∣∣∣∫ L

0
Xn(ξ)ϕ2(ξ)dξ

∣∣∣∣
+
L1

ρ

∞∑
n=1

|Xn(x3)|
∣∣∣∣∫ L

0
Xn(ξ)ϕ1(ξ)dξ

∣∣∣∣ <∞

Remark 3.2. ლემა 3.2-ის ძალით, λ2n საკუთრივი რიცხვების რაოდენობა არის უსასრულო. ასე-
ვე, დამტკიცებული იყო (65)-ით მოცემული K(x3, y) ბირთვის სიმეტრიულობა (იხ. ლემა (3.1)).
([22])-ში ნაჩვენებია, რომ სიმეტრიული ბირთვის შემთხვევაში ყოველი საკუთრივი რიცხვის-
თვის არსებობს საკუთრივი ფუნქციების ნორმირებული ორთოგონალური სისტემა და არსებობს
ერთი მაინც საკუთრივი რიცხვი. დამატებით, თუ საკუთრივი რიხვების რაოდენობა არის უსას-
რულო, ისინი ქმიან გადათვლად სიმრავლეს და შესაძლებელია მათი დალაგება აბსოლუტური
მნიშვნელობის ზრდის მიხედვით:

|λ21| ≤ |λ22| ≤ ... ≤ |λ2n| ≤ ...

შესაბამისად, ჩვენ შეგვიძლია შევარჩიოთ ისეთი λ20, რომ λ20 = min
n
λ2n.

თეორემა 3.3. xκ3u3,3(x3, t)-ის შესაბამისი მწკრივი აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადია
x3 ∈ [0, L] შუალედზე.

დამტკიცება. (74)-დან (53) სასაზღვრო პირობების გათვალისწინებით მივიღებთ:

Xn,3(x3) = − 1

xκ3

ρλ2n
L1

∫ L

0
K1(x3, ξ)Xn(ξ)dξ

სადაც

K1(x3, ξ) =


ξ1−κ

L1−κ 0 ≤ ξ < x3
ξ1−κ

L1−κ − 1 x3 ≤ ξ ≤ L

(80) და (96)-(97)-ის გათვალისწინებით:

|xκ3u3,3 (x3, t)| =

∣∣∣∣∣xκ3
∞∑
n=1

Xn,3(x3) (bn1sin (λnt) + bn2cos (λnt))

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ρL1

∞∑
n=1

λ2n

∫ L

0
K1(ξ)Xn(ξ) (bn1sin (λnt) + bn2cos (λnt)) dξ

∣∣∣∣∣
≤Mk

[
1

λ0

∞∑
n=1

∫ L

0

∣∣∣∣Xn(ξ)

∫ L

0
Xn(η)ϕ2(η)dη

∣∣∣∣ dξ
+

∞∑
n=1

∫ L

0

∣∣∣∣Xn(ξ)

∫ L

0
Xn(η)ϕ1(η)dη

∣∣∣∣ dξ
]

≤Mk

[
M2

λ0
+M1

]
<∞
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სადაც Mk = max
ξ
K1(ξ), λ20 = min

n
λ2n და Mα, α = 1, 2 მოცემულია (98)-ით.

თეორემა 3.4. (xκ3u3,3(x3, t)),3-ის შესაბამისი მწკრივი აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადია
x3 ∈ (0, L] შუალედზე.

დამტკიცება. თეორემა 3.3-ის შედეგის ძალით, მსგავსად მტკიცდება, რომ:∣∣∣(xκ3u3,3(x3, t)),3∣∣∣ =
∣∣κxκ−13 u3,3 + xκ3u3,33

∣∣
≤ 2κρ

x3L1

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

λ2n

∫ L

0
K1(ξ)Xn(ξ) (bn1sin (λnt)

+bn2cos (λnt)) dξ| ≤
2κC∗

x3

სადაც C∗ წარმოადგენს ისეთ მუდმივს, რომ |xκu3,3(x3, t)| ≤ C∗ (იხ. თეორემა 3.3).

3.2.2 ამონახსნის კრებადობა არაერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების შემ-
თხვევაში

Remark 3.3. შევნიშნოთ, რომ (77) და (89)-ის გათვალისწინებით F (x3, t) შესაძლებელია ჩა-
იწეროს შემდეგი სახით:

F (x3, t) =

∫ L

0
K(x3, y)g(x3, y, t)dy

სადაც g(x3, y, t) ∈ C([0, L], [0, L], t > 0). აღნიშნული ჩანაწერი გამოყენებული იქნება თეორემა
A.3-თან ერთად ქვემოთ მოყვანლი დამტკიცებებში.

თეორემა 3.5. თუ F (x2, t) ∈ C([0, L], t > 0), მაშინ (95) გამოსახულების მარჯვენა მხარეში
მოცემული მწკრივი აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადია x3 ∈ [0, L] ინტერვალზე.

დამტკიცება.

|u3(x3, t)| ≤

∣∣∣∣∣1ρ
∫ t

0

∞∑
n=1

(
1

λn

∫ L

0
F (ξ, τ)Xn(x3)(ξ)dξ

)
Xn(x3)

∣∣∣∣∣
თუ სრულდება თეორემის პირობები F (x3, t)-სთვის, მაშინ თეორემა A.3-ისა და შენიშვნა 3.3-ის
ძალით

∞∑
n=1

(∫ L

0
F (ξ, τ)Xn(x3)(ξ)dξ

)
Xn(x3)

აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადია [0, L] ინტერვალზე, შესაბამისად

∞∑
n=1

(∫ L

0
F (ξ, τ)Xn(x3)(ξ)dξ

)
Xn(x3) ≤ c(τ)

და

|u3(x3, t)| ≤
∣∣∣∣ 1

ρλ0

∫ t

0
c(τ)dτ

∣∣∣∣ <∞
სადაც λ20 = min

n
λ2n.
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თეორემა 3.6. თუ F (., t) ∈ C([0, L]) და F (x3, .) ∈ C(t > 0) ∩ C1(t > 0) ∩ C2(t > 0), მაშინ
(95) გამოსახულების მარჯვენა მხარეში მოცემული მწკრივის დროით პირველი და მეორე რიგის
წარმოებული აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადია x3 ∈ [0, L] ინტერვალზე.

დამტკიცება. თეორემა (3.5)-ის დამტკიცების მსგავსად:

|u̇3(x3, t)| ≤

∣∣∣∣∣1ρ
∫ t

0

∞∑
n=1

(
1

λn

∫ L

0
Ḟ (ξ, τ)Xn(x3)(ξ)dξ

)
Xn(x3)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣1ρ
∫ t

0

∞∑
n=1

(∫ L

0
F (ξ, τ)Xn(x3)(ξ)dξ

)
Xn(x3)

∣∣∣∣∣ <∞

თეორემა 3.7. თუ F (x2, t) ∈ C([0, L], t > 0), მაშინ xκ3u3(x3, t)-ის შესაბამისი მწკრივი აბსოლუ-
ტურად და თანაბრად კრებადია x3 ∈ [0, L] ინტერვალზე.

დამტკიცება. თეორემა 3.5-ის დამტკიცების მსგავსად:

|xκ3u3(x3, t)| ≤
∣∣∣∣ xκ3ρλ0

∫ t

0
c(τ)dτ

∣∣∣∣ <∞

თეორემა 3.8. თუ F (x2, t) ∈ C([0, L], t > 0), (xκ3u3(x3, t)),3-ის შესაბამისი მწკრივი აბსოლუ-
ტურად და თანაბრად კრებადია x3 ∈ (0, L] შუალედზე.

დამტკიცება. თეორემა 3.5 და თეორემა 3.7-ის დამტკიცების მსგავსად:

|(xκ3u3(x3, t)),3| ≤
∣∣∣∣ xκ3ρλ0

∫ t

0
c(τ)dτ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣κxκ−13

ρλ0

∫ t

0
c(τ)dτ

∣∣∣∣ <∞

4 ანალიზური ამოხსნები MATLAB-ით

მოცემულ პარაგრაფში ნაჩვენებია პარაგრაფ 2-ში განხილული ამოცანების ამონახსნების გრა-
ფიკები. გამოთვლების დროს კონსტიტუციური კოეფიციენტები და სხვა მუდმივები აღებულ იქნა
CoFe2O4 (PM) და BaTiO3 (PE)-ის ნარევის შემთხვევაში, მოცულობითი ფარდობით cPE

cPM
= .25
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[32]: 
E1333 E2333 E3333

p313 p323 p333

q313 q323 q333

ς33 ã33 ξ33

 =


E0

1333 E0
2333 E0

3333

p0313 p0323 p0333
q0313 q0323 q0333
ς033 ã033 ξ033



=


0 0 243× 109

0 0 4.65

0 0 12.6

3.22× 10−9 0 1.2× 10−4


და ρ = 5.43× 103.

ღეროს L სისქე მიჩნეულია 10-ის ტოლად.

Remark 4.1. ყველა კოეფიციენტის და მუდმივის განზომილება არის SI-სისტემაში.

Remark 4.2. MATLAB-ის კოდები მოცემულ პარაგრაფში განხილული ამოცანებისთვის მოცე-
მულია დამატება B-ში.

4.1 კონსტიტუციური კოეფიციენტები წარმოადგენენ მუდმივებს

4.1.1 სტატიკის ამოცანა

მოცემულ პარაგრაფში წარმოდგენილია (15), (16), (18) განტოლებათა სისტემის ამონახსნების
გრაფიკები. u3, η და χ-სთვის ამონახსნები მიღებულ იქნა (20), (21) და (22) განტოლებებიდან
MATLAB-ის ფუნქციის 'dsolve' მეშვეობით. განხილულია ორი შემთხვევა: სურ. 4.1-ზე ნაჩვე-
ნებია დიფერენციალური განტოლების ამონახსნები ერთგვაროვანი (19) სასაზღვრო პირობე-
ბისა და მუდმივი ცნობილი ფუნქციების (fe მუხტის სიმკვრივე და Φ3 - მოცულობითი ძალების
მდგენელი x3 ღერძის მიმართულებით) პირობებში; სურ. 4.2-ზე ნაჩვენებია ამონახსნები არაერ-
თგვაროვანი სასაზღვრო პირობების პირობებში, როდესაც მოცულობითი ძალების x3 ღერძის
გასწვრივ მდგენელს აქვს შემდეგი სახე: Φ3 = 103x3.
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(a) (b)

(c) (d)

სურ 4.1: გადაადგილება (a), მაგნიტური პოტენციალი (b), ელექტრული პოტენციალი (c) და
მოცულობითი ძალების მდგენელები x1 და x2 ღერძის გასწვრივ (d), როგორც x3-ის ფუნქციები.
fe(x3) = 5× 10−5, Φ3(x3) = 103; ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობები.

(a) (b)

(c) (d)

სურ 4.2: გადაადგილება (a), მაგნიტური პოტენციალი (b), ელექტრული პოტენციალი (c) და
მოცულობითი ძალების მდგენელები x1 და x2 ღერძის გასწვრივ (d), როგორც x3-ის ფუნქციები.
fe(x3) = 10−5, Φ3(x3) = 103x3; სასაზღვრო პირობები: a0 = 5× 10−6, a1 = 10−6, b0 = 5× 104,
b1 = −3× 104, d0 = 2, d1 = 5.
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4.1.2 დინამიკის ამოცანა

მოცემულ პარაგრაფში წარმოდგენილია (14)-(16) განტოლებათა სისტემის ამონახსნების გრა-
ფიკები. u3, η და χ-სთვის ამონახსნები მიღებულ იქნა (38), (21) და (22) განტოლებებიდან
MATLAB-ის ფუნქციის 'dsolve' მეშვეობით. განხილულია სამი შემთხვევა: სურ. 4.3-ზე ნაჩ-
ვენებია ამონახსნები არაერთგვაროვანი (19) სასაზღვრო პირობებისა და მუდმივი ცნობილი
ფუნქციების (fe მუხტის სიმკვრივე და Φ3 - მოცულობითი ძალების მდგენელი x3 ღერძის მი-
მართულებით) პირობებში; სურ. 4.4-ზე ნაჩვენებია ამონახსნები ერთგვაროვანი სასაზღვრო პი-
რობების შემთხვევაში, როდესაც მოცულობითი ძალების x3 ღერძის გასწვრივ მდგენელს აქვს
შემდეგი სახე: Φ3 = 105x3; სურ. 4.5-ზე ნაჩვენებია ამონახსნები ერთგვაროვანი სასაზღვრო პი-
რობების შემთხვევაში, როდესაც მოცულობითი ძალების x3 ღერძის გასწვრივ მდგენელს აქვს
შემდეგი სახე: Φ3 = 105cos(x3).

(a) (b)

(c) (d)

სურ 4.3: გადაადგილება (a), მაგნიტური პოტენციალი (b), ელექტრული პოტენციალი (c) და
მოცულობითი ძალების მდგენელები x1 და x2 ღერძის გასწვრივ (d), როგორც x3-ის ფუნქციები.
fe(x3) = 7× 10−8, Φ3(x3) = 105; სასაზღვრო პირობები: a∗ = 5× 10−4, a∗ = 10−4, a0 = 5× 106,
aL = −3× 106, b0 = 10, bL = 25.
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(a) (b)

(c) (d)

სურ 4.4: გადაადგილება (a), მაგნიტური პოტენციალი (b), ელექტრული პოტენციალი (c) და
მოცულობითი ძალების მდგენელები x1 და x2 ღერძის გასწვრივ (d), როგორც x3-ის ფუნქციები.
fe(x3) = 7× 10−8, Φ3(x3) = 105x3; ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობები.

(a) (b)

(c) (d)

სურ 4.5: გადაადგილება (a), მაგნიტური პოტენციალი (b), ელექტრული პოტენციალი (c) და
მოცულობითი ძალების მდგენელები x1 და x2 ღერძის გასწვრივ (d), როგორც x3-ის ფუნქციები.
fe(x3) = 7× 10−8, Φ3(x3) = cos(x3); ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობები.

Remark 4.3. როგორც გრაფიკებში ვხედავთ, აღნიშნული მასალისთვის Φα, α = 1, 2 იგივუ-
რად ნულის ტოლია x3 ∈ [0, L] ინტერვალზე როგორც სტატიკის, ასევე დინამიკის ამოცანის
შემთხვევაში. ეს იმას ნიშნავს, რომ იმისათვის რომ აღნიშნული სხეული დეფორმირდეს მხო-
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ლოდ x3 ღერძის გასწვრივ, არ არის საჭირო მოცულობითი ძალების დამატებით მოდება x1 და
x2 ღერძების გასწვრივ.
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დასკვნა

არაერთგვაროვანი პიეზოელექტრული დრეკადი ღეროსთვის შესწავლილ იქნა სტატიკის და დი-
ნამიკის ამოცანები შემთხვევებისთვის, როდესაც კონსტიტუციური კოეფიციენტები წარმოადგე-
ნენ მუდმივებს და როდესაც ისინი მოიცემიან x3 სივრცითი ცვლადის ხარისხოვანი ფუნქციების
სახით, ე.ი. აქვთ შემდეგი სახე: const.× xκ3 , სადაც κ = const. ∈ (0, 1). შემთხვევისთვის, როდე-
საც კონსტიტუციური ცვლადები მუდმივებია ამონახსნები ჩაიწერა ანალიზური სახით, როგორც
x3 სივრცითი ცვლადისა და t დროის ფუნქციები. შემთხვევისთვის, როდესაც კონსტიტუციური
ცვლადები წარმოადგენენ x3 ცვლადის ხარისხოვან ფუნქციებს, ამონახსნი ჩაიწერა აბსოლუ-
ტურად და თანაბრად კრებადი მწკრივის სახით და დამტკიცდა, რომ ამონახსნი არის რხევადი
მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც L1 მუდმივი, განსაზღვრული (66)-ით, არის დადებითი.

შემთხვევისთვის, როდესაც კონსტიტუციური კოეფიციენტები წარმოადგენენ მუდმივებს, ამო-
იხსნა ამოცანები სხვადასხვა სასაზღვრო პირობებისა და ცნობილი ფუნქციების (fe მუხტის
სიმკვრივე და Φ3 - მოცულობითი ძალების x3 ღერძის გასწვრივი მდგენელი) პირობებში. ამო-
ნახსნების გრაფიკები წამოდგენილი იყო MATLAB-ის დახმარებით.
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დანართი A დამატებითი (ჰილბერტ-შმიდტის) თეორემები

მოცემულ დანართში მოყვანილი თეორემების დამტკიცებები შესაძლებელია ინახოს შემდეგ
ლიტერატურებში: (Lovitt. Linear Integral Equations. 2005), (Kanwal R.P., Linear Integral
Equations, Second Edition, 1997).

თეორემა A.1. თუ u(x3)-ს აქვს შემდეგი სახე

u(x3) = λ

∫ L

0
R(x3, ξ)f(ξ)dξ

სადაც f(x3) წარმოადგენს უბან-უბან უწყვეტ ფუნქციას [0, L] ინტერვალზე დაR(x3, ξ) ∈ C([0, L]×
[0, L]) წარმოადგენს სიმეტრიულ ბირთვს, მაშინ

u(x3) =
∞∑
n=1

(u, Yn)Yn(x3) (99)

სადაც

(u, Yn) :=

∫ L

0
u(x3)Yn(x3)dx3

Yn არის R(x3, ξ)-ის საკუთრივი ფუნქციები და (99)-ის მარჯვენა მხარეში მოცემული მწკრივი
არის აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადი [0, L] ინტერვალზე.

თეორემა A.2. თუ სიმეტრიული ბირთვის λn საკუთრივი რიცხვების რაოდენობა სასრულია,
მაშინ

R(x3, ξ) =
N∑
n=1

Yn(x3)Yn(ξ)

λn

თეორემა A.3. თუ f(x3) ∈ C([0, L]), მაშინ∫ L

0
R(x3, ξ)f(ξ)dξ =

∞∑
n=1

(f, Yn)

λn
Yn,

სადაც მარჯვენა მხარეში მოცემული მწკრივი არის აბსოლუტურად და თანაბრად კრებადი,
R(x3, ξ) წარმოადგენს სიმეტრიულ ბირთვს x3 და ξ ცვლადების მიმართ; Yn არის R-ის λn სა-
კუთრივი რიცხვების შესაბამისი საკუთრივი ფუნქციები.

თეორემა A.4. ყოველი ნამდვილი K(x, t), x, t ∈ [a, b] სიმეტრიული ბირთვისთვის არსებობს
სრული ნორმირებული ორთოგონალური სისტემა ψr(x) საკუთრივი ფუნქციებისა, რომლებიც
აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს:

1) ψr(x) წარმოადგენს λr-ის შესაბამის საკუთრივ ფუნქციას

ψr(x) = λr

∫ b

a
K(x, t)ψr(t)dt

2)
∫ b
a ψ

2
r (x)dx = 1

3)
∫ b
a ψr(x)ψs(x)dx = 0, (r 6= s)
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4) ψr(x) ნამდვილია.

5) ყოველი საკუთრივი ფუნქცია ϕ(x) შესაძლებელია წარმოდგინდეს შემდეგი სახით:

ϕ(x) = cr1ψr1(x) + ...+ crmψrm(x)

თეორემა A.5. თუ K(x, t) ნამდვილი, სიმეტრიული და უწყვეტია და 6≡ 0, მაშინ ყველა საკუთ-
რივი რიცხვი არის ნამდვილი.

თეორემა A.6. თუ f(x) უწყვეტი ფუნქციაა და შესაძლებელია მისი წარმოდგენა შემდეგი სახით:

f(x) =

∞∑
n=1

cnψn(x)

სადაც ტოლობის მარჯვენა მხარეში მოცემული მწკრივი თანაბრად კრებადია [a, b] შუალედზე,
მაშინ cn კოეფიციენტები მოიცემა შემდეგი სახით:

cn =

∫ b

a
f(x)ψn(x)dx ≡ (fψn)

და

f(x) =
∞∑
n=1

(fψn)ψn(x)

სადაც ψn ეკუთვნის სიმეტრიული ბირთვის საკუთრივი რიცხვების სრულ ნორმირებულ ორთო-
გონალურ სისტემას.
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დანართი B MATLAB-ის კოდები პარაგრაფ 4-ში ამოხსნილი ამო-
ნახსნებისთვის

B.1 კონსტიტუციური კოეფიციენტები წარმოადგენენ მუდმივებს

B.1.1 სტატიკის ამოცანა

syms f e ( x 3 ) Phi 3 ( x 3 ) u 3( x 3 ) eta ( x 3 ) chi ( x 3 ) Phi alpha ( x 3 )
%% Defining constants and given functions
L = 10; % Thickness of the plate
rho = 5.43∗10ˆ3; % Density of the material

f e ( x 3 ) = 5∗10ˆ(−5) ; % Charge density function
% Phi 3 ( x 3 ) = 10ˆ3; % Volume force along x 3 axis (Figure 6.1)
Phi 3 ( x 3 ) = 10ˆ3∗x 3 ; % Volume force along x 3 axis (Figure 6.2)

% Constitutive Coefficients
E i333 = [0 0 243∗10ˆ9];
p 3i3 = [0 0 4.65];
q 3i3 = [0 0 12.6];
sigma 33 = 3.22∗10ˆ(−9) ;
a 33 = 0;
xi 33 = 1.2∗10ˆ(−4) ;

% Constants constructed from constitutive coefficients
L 1i = E i333 + p 3i3∗( xi 33∗p 3i3 (3)−a 33∗q 3i3 (3) ) − . . .

q 3i3∗(a 33∗p 3i3 (3)−sigma 33∗q 3i3 (3) ) / ( xi 33∗sigma 33−(a 33)ˆ2) ;
L 2i = ( p 3i3∗xi 33−q 3i3∗a 33) / ( xi 33∗sigma 33−(a 33)ˆ2) ;
L 3 = xi 33 / ( xi 33∗sigma 33−(a 33)ˆ2) ;
L 4 = (p 3i3 (3)∗a 33 − sigma 33∗q 3i3 (3) ) / ( ( a 33)ˆ2−xi 33∗sigma 33) ;
L 5 = a 33 / ( ( a 33)ˆ2−xi 33∗sigma 33) ;

% Non−homogeneous Boundary Conditions
a 0 = 5∗10ˆ(−6) ;
a 1 = 10ˆ(−6) ;
b 0 = 5∗10ˆ4;
b 1 = −3∗10ˆ4;
d 0 = 2;
d 1 = 5;

%% Solving dif ferential equations
D2uDx2 = diff (u 3 ,2) ;
D2etaDx2 = diff (eta ,2) ;
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D2chiDx2 = diff ( chi ,2) ;

eq1 = L 1i (3)∗D2uDx2 − L 2i (3)∗ f e ( x 3 ) + Phi 3 ( x 3 ) == 0;
bc1='u 3(0)=a 0 , u 3(L)=a 1 ' ;
S1=dsolve (eq1,bc1, x 3 ) ;
u 3( x 3 )=eval ( vectorize (S1) ) ;

eq2 = D2etaDx2 == L 4∗diff (u 3 ,2) − L 5∗ f e ( x 3 ) ;
bc2='eta (0)=d 0 , eta (L)=d 1 ' ;
S2=dsolve (eq2,bc2, x 3 ) ;
eta ( x 3 )=eval ( vectorize (S2) ) ;

eq3 = D2chiDx2 == L 2i (3)∗diff (u 3 ,2) − L 3∗ f e ( x 3 ) ;
bc3=' chi (0)=b 0 , chi (L)=b 1 ' ;
S3=dsolve (eq3,bc3, x 3 ) ;
chi ( x 3 )=eval ( vectorize (S3) ) ;

Phi alpha ( x 3 )=(L 2i (1:2)−(L 1i (1:2) / L 1i (3) )∗L 2i (3) )∗ f e ( x 3 ) +. . .
( L 1i (1:2) / L 1i (3) )∗Phi 3 ( x 3 ) ;

%% Plotting solutions
figure (1)
fplot (u 3 ,[0 L] , 'k ' , ' linewidth ' ,2)
xlabel ( ' x 3 ' )
ylabel ( ' u 3 ( x 3 ) ' )

figure (2)
fplot (eta ,[0 L] , 'k ' , ' linewidth ' ,2)
xlabel ( ' x 3 ' )
ylabel ( '\eta ( x 3 ) ' )

figure (3)
fplot ( chi ,[0 L] , 'k ' , ' linewidth ' ,2)
xlabel ( ' x 3 ' )
ylabel ( '\chi ( x 3 ) ' )

figure (4)
fplot ( Phi alpha (1) ,[0 L] , 'k ' , ' linewidth ' ,2)
xlabel ( ' x 3 ' )
ylabel ( '\Phi 1 ( x 3 ) , \Phi 2 ( x 3 ) ' )
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B.1.2 დინამიკის ამოცანა

syms f e ( x 3 ) Phi ( x 3 ) u 3( x 3 ) eta ( x 3 ) chi ( x 3 ) Phi alpha ( x 3 ) . . .
g( x 3 )

%% Defining constants and given functions
L = 10; % Thickness of the plate
rho = 5.43∗10ˆ3; % Density of the material
omega = 3500; % Frequency of osci l lat ion

f e ( x 3 ) = 7∗10ˆ(−8) ; % Charge density function (see eq. (30) )
% Phi ( x 3 ) = 10ˆ5; % Volume force along x 3 axis (Figure 6.3)
% Phi ( x 3 ) = 10ˆ5∗x 3 ; % Volume force along x 3 axis (Figure 6.4)
Phi ( x 3 ) = cos( x 3 ) ; % Volume force along x 3 axis (Figure 6.5)

% Constitutive Coefficients
E i333 = [0 0 243∗10ˆ9];
p 3i3 = [0 0 4.65];
q 3i3 = [0 0 12.6];
sigma 33 = 3.22∗10ˆ(−9) ;
a 33 = 0;
xi 33 = 1.2∗10ˆ(−4) ;

% Constants constructed from constitutive coefficients
L 1i = E i333 + p 3i3∗( xi 33∗p 3i3 (3)−a 33∗q 3i3 (3) ) − . . .

q 3i3∗(a 33∗p 3i3 (3)−sigma 33∗q 3i3 (3) ) / ( xi 33∗sigma 33−(a 33)ˆ2) ;
L 2i = ( p 3i3∗xi 33−q 3i3∗a 33) / ( xi 33∗sigma 33−(a 33)ˆ2) ;
L 3 = xi 33 / ( xi 33∗sigma 33−(a 33)ˆ2) ;
L 4 = (p 3i3 (3)∗a 33 − sigma 33∗q 3i3 (3) ) / ( ( a 33)ˆ2−xi 33∗sigma 33) ;
L 5 = a 33 / ( ( a 33)ˆ2−xi 33∗sigma 33) ;

omega 0 = sqrt (rho∗omegaˆ2/L 1i (3) ) ;
% RHS of dif ferential equation
g( x 3 ) = L 2i (3)∗ f e ( x 3 ) / L 1i (3) − Phi ( x 3 ) / L 1i (3) ;

% Non−homogeneous Boundary Conditions
a = 0; %5∗10ˆ(−4) ;
b = 0; %10ˆ(−4) ;
a 0 = 0; %5∗10ˆ6;
a L = 0; %−3∗10ˆ6;
b 0 = 0; %10;
b L = 0; %25;

%% Solving dif ferential equations
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D2uDx2 = diff (u 3 ,2) ;
eq1 = D2uDx2 == −omega 0ˆ2∗u 3 + g(x 3 ) ;
bc1='u 3(0)=a , u 3(L)=b ' ;
S1=dsolve (eq1,bc1, x 3 ) ;
u 3( x 3 ) = eval ( vectorize (S1) ) ;

D2etaDx2 = diff (eta ,2) ;
eq2 = D2etaDx2 == L 4∗diff (u 3 ,2) − L 5∗ f e ( x 3 ) ;
bc2='eta (0)=b 0 , eta (L)=b L ' ;
S2=dsolve (eq2,bc2, x 3 ) ;
eta ( x 3 )=eval ( vectorize (S2) ) ;

D2chiDx2 = diff ( chi ,2) ;
eq3 = D2chiDx2 == L 2i (3)∗diff (u 3 ,2) − L 3∗ f e ( x 3 ) ;
bc3=' chi (0)=a 0 , chi (L)=a L ' ;
S3=dsolve (eq3,bc3, x 3 ) ;
chi ( x 3 )=eval ( vectorize (S3) ) ;

Phi alpha = −L 1i (1:2)∗u 3( x 3 ) + L 2i (1:2)∗ f e ( x 3 ) ;

%% Plotting solutions (Animation)
%In i t ia l i ze plots
filename = ' (Fig . 6.5)din constCoeff nonconstFun2 homogen . gif ' ;
N = 100;
x = 0:1/N:L;
u3Data = u 3(x) ;
etaData = eta (x) ;
chiData = chi (x) ;

h = figure (1) ;
axis tight manual
subplot(221)
u3plot = plot (x ,zeros(size (x) ) , 'k ' , ' linewidth ' ,2) ;
ylim([−4∗10ˆ(−9) 4∗10ˆ(−9) ] ) % Scaled for specific solution
xlabel ( ' x 3 ' )
ylabel ( ' u 3 ( x 3 ) ' )

subplot(222)
etaplot = plot (x ,zeros(size (x) ) , 'k ' , ' linewidth ' ,2) ;
ylim([−4∗10ˆ(−4) 4∗10ˆ(−4) ] ) % Scaled for specific solution
xlabel ( ' x 3 ' )
ylabel ( '\eta ( x 3 ) ' )
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subplot(223)
chiPlot = plot (x ,zeros(size (x) ) , 'k ' , ' linewidth ' ,2) ;
ylim([−300 300]) % Scaled for specific solution
xlabel ( ' x 3 ' )
ylabel ( '\chi ( x 3 ) ' )

subplot(224)
fplot ( Phi alpha (1) ,[0 L] , 'k ' , ' linewidth ' ,2)
hold on
fplot ( Phi alpha (2) ,[0 L] , 'k ' , ' linewidth ' ,2)
hold off
xlabel ( ' x 3 ' )
ylabel ( '\Phi 1 ( x 3 ) , \Phi 2 ( x 3 ) ' )

% Making Animation
for t=0:0.00005:0.0018

u3plot .YData = u3Data∗cos(omega∗ t ) ;
etaplot .YData = etaData∗cos(omega∗ t ) ;
chiPlot .YData = chiData∗cos(omega∗ t ) ;
suptitle ( strcat ( ' t = ' ,num2str( t ) ) ) ;
drawnow( ) ;
% Capture the plot as an image and save to . gif
frame = getframe(h) ;
im = frame2im(frame) ;
[ imind ,cm] = rgb2ind(im,256) ;
i f t==0

imwrite ( imind ,cm, filename , ' gif ' , 'Loopcount ' , inf ) ;
else

imwrite ( imind ,cm, filename , ' gif ' , 'WriteMode ' , 'append ' ) ;
end

end
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დანართი C დამატებითი შენიშვნები

C.1 საკუთრივი რიცხვებისა და საკუთრივი ფუნქციების განმარტების შესახებ

ფრედჰოლმის ერთგვაროვანი განტოლებისთვის:∫ b

a
K(s, t)g(t)dt = µg(s), µ = 1/λ

გვაქვს კლასიკური ამოცანა საკუთრიი რიხვების ან მახასიათებელი მუდმივების მიმართ. ინ-
ტეგრალური განტოლებების შესახებ ლიტერატურებში ზოგიერთი ავტორი იყენებს λ აღნიშ-
ვნას მხოლოდ საკუთრივი რიცხვებისთვის, ზოგიერთი კი µ-თი აღნიშნავს საკუთრივ რიცხვებს
ან მახასიათებელ მუდმივებს, ისეთს, რომ λµ = 1.

რადგანაც ჩვენ განვიხილავთ ინტეგრალურ განტოლებას შემდეგი სახით:

g(s) = λ2
∫ b

a
K(s, t)g(t)dt

ათნიშნულ ნაშრომში საკუთრივი რიცხვები აღნიშნულია λ2-თი და არა 1
λ2

-თი. g(t) წარმოადგენს
შესაბამის საკუთრივ ფუნცქციას. მოცემული აღნიშვნით, ინტეგრალური განტოლების ბირთვის
λ2 საკუთრივი რიცხვები ემთხვევა შესაბამისი დიფერენციალური განტოლების საკუთრივ რი-
ცხვებს. 12

1Kanwal R.P., Linear Integral Equations, Second Edition, 1997
2Kythe P.K., Computational Methods for Linear Integral Equations, 2002
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