
1 
 

ივანე ჯავახიშვილის სახელობის თბილისის 

სახელმწიფო უნივერსიტეტი 

ზუსტ და საბუნებისმეტყველო მეცნიერებათა ფაკულტეტი 

 

მიმართულება: გამოყენებითი მათემატიკა 

 

სამაგისტრო   ნაშრომი   თემაზე 

 

მრავალნიშნა ლოგიკების შესახებ 

 

დავით ბარამიძე 

 

 

ხელმძღვანელი 

ასოცირებული პროფესორი:   რევაზ გრიგოლია 

 

თბილისი 2020 

 

 

 

 

 

 



2 
 

ს ა რ ჩ ე ვ ი 
1. ანოტაცია (ქართულად) ------------------------------------------------------------3 

2. ანოტაცია (ინგლისურად) --------------------------------------------------------- 4 

3. შესავალი ---------------------------------------------------------------------------- 5 

4. როგორ არის ორგანიზებული ეს კვლევები-------------------------------------- 6 

5. ზოგადი თეორია----------------------------------------------------------------- 7 

6. სემანტიკა-------------------------------------------------------------------------- 8 

7. ზოგიერთი ლოგიკური აღრიცხვები -------------------------------------------9 

8. პოსტის სისტემები-------------------------------------------------------------- 11                          

9. ლუკასევიჩის სისტემები--------------------------------------------------------13               

10. ბოჩვარისა და კლინის სისტემები---------------------------------------------18               

11. გეოდელის სისტემა-------------------------------------------------------------19              

12. ბელნაპის სისტემა---------------------------------------------------------------20              

13. MV-ალგებრები------------------------------------------------------------------22                    

14. თავისუფალი MV- ალგებრა----------------------------------------------------31             

15. დასკვნა----------------------------------------------------------------------------34            

16. გამოყენებული ლიტერატურა----------------------------------------------------36 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 
 

ანოტაცია 

ნაშრომი ეძღვნება მრავალნიშნა ლოგიკების მიმოხილვას. ზოგადი თეორიის დაწყებით, 

შემდგომ განხილულია პოპულარული მრავალნიშნა ლოგიკები, ისეთები როგორიცაა პოსტის 

ლოგიკები, გოედელის ლოგიკა, ლუკასევიჩის ლოგიკა, ბოჩვარის და კლინის ლოგიკები, და 

ბელნაპის ლოგიკა და მათი შესაბამისი ალგებრები (მატრიცები). 
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Anotation 

This work devoted to  a survey on many-valued logic. Beginning with the general theoryit is considered 

popular many-valued logics such as Post logics, Gödel logic, Lukasiewicz logic, Bochvar and Kleene 

logics, and Belnap logic and corresponding to them algebras (matrixes). 
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შესავალი 

უმარტივესი და ალბათ საუკეთესო პასუხი არის ისტორიული: მრავალნიშნა ლოგიკა არის 

რთული კვლევები, რომლებიც წარმოიშვა ლუკასევიჩისა და პოსტის ნაშრომებიდან ოციან 

წლებში. იდეა ამ კვლევების წარმოადგენს კლასიკური ლოგიკის მნიშვნელობების 

გაფართოებაში, ჭეშმარიტების-მნიშვნელობათა უფრო დიდი სიმრავლის გათვალისწინებაში 

ჩვეულებრივი {0, 1}-სგან განსხვავებით. ახალი სიმრავლე შეიძლება იყოს სასრული ან 

უსასრულო და, უმეტეს შემთხვევაში, მას გააჩნია მესერული დალაგება. ეს გახდის მას 

დალაგებულ სიმრავლედ, ან მესერად, რომელსაც აქვს უდიდესი ელემენტი (”სრულიად 

ჭეშმარიტი”) და უმცირესი ელემენტით (”სრულიად მცდარი”). 

ზოგადად კიდევ რამდენიმე პირობაა წარმოდგენილი: 

1. არსებობს კავშირების სასრული რაოდენობა, სასრული რაოდენობა არგუმენტებით; 

2. კავშირი არის ფუნქციონალურ-ჭეშმარიტული; 

3. კავშირებს და ჭეშმარიტობის მნიშვნელობებს აქვთ „ლოგიკური აზრი“; 

4. არამკაფიო ფენომენი მეტალოგიკურ დონეზე არ არის წარმოდგენილი. 

მაშინ როცა პირველი პირობა არ მოითხოვს ნებისმიერ კერძო კომენტარს, ხოლო მეორე 

პირობა დიდად შეზღუდულია მრავალნიშნა სისტემების შესაძლო ინტერპრეტაციებით. 

მაგალითად, არ ვიხილავთ ალბათური ინტერპრეტაციების: შეიძლება ჩვენ ვიცოდეთ, რომ A 

და B მოვლენების ალბათობა ორივესი არის 1/2 გამოთვლების გარეშე, A და B სტოქასტური 

დამოუკიდებლობის ინფორმაციის არარსებობის შემთხვევაში, (A და B) ალბათობაა. 

ანალოგიური მეთოდით, ჭეშმარიტების მნიშვნელობის ინტერპრეტაცია მოდალობების 

თვალსაზრისით შეკითხვადია. ავიღოთ მაგალითად, ლუკასევიჩის ორიგინალური 

ინტერპრეტაცია მისი სამნიშნა ლოგიკის შესახებ (იხ. მაგალითი 2.1.2): ჩვენ გვაქვს 

ჭეშმარიტობის მნიშვნელობები 0, 1/2, 1, სადაც 1/2 უნდა იკითხებოდეს როგორც 

"შესაძლებელი" და ორადგილიანი კავშირი უნდა იკითხებოდეს. როგორც "გამომდინარეობს". 

ვთქვათ, რომ A არის წინადადება "ხვალ იწვიმებს", ხოლო B წინადადება ”რიმანის ჰიპოთეზა 

დამტკიცდება უახლოეს ათ წელიწადში”. ლუკასევიჩის ინტერპრეტაციაში, ეს არის 

მიზანშეწონილი 1/2 მნიშვნელობის ორივე A და B– სთვის. ეხლა, მრავალი ჩვენგანი 

დაგვეთანხმება, რომ მივანიჭოთ მნიშვნელობა 1 ორივე A → A და B → B– ს, მაგრამ ვიქნებით 

არაკომფორული თუ მივანიჭებთ 1-ს A → B–, როგორც მას მოითხოვს ჭეშმარიტულ 

ფუნქციონალური ცხრილი. 

ჩვენს სიაში მესამე პირობა აშკარად ბუნდოვანია. სინამდვილეში, თუნდაც პირველი 

პიონერული პერიოდის განმავლობაში მრავალნიშნა ლოგიკა, როდესაც ფილოსოფიური 

მოსაზრებები წარმართავდა გზას, პოსტის სისტემები მოჰყავდათ მაგალითად სისტემა 

"ლოგიკური მნიშვნელობის" გარეშე. დღეს, დავა "მნიშვნელობის" შესახებ უფრო 

მოდუნებულია, და აქცენტი კეთდება სისტემის სასარგებლო თვისებების შესახებ. ასევე, 

არსებობს ტენდენცია, რომ უგულველბელვყოთ ერთიანი სისტემა, არამედ პირიქით 

მოვახდინოთ ფორმულირება საერთო თეორიის სისტემის კლასების შესახებ. ჩვენი აზრით, 

მესამე პირობის აქტივობა ბევრითაა დამოკიდებული საკუთარ გემოვნებაზე. ჩვენ გვაქვს 

მხოლოდ შენიშვნა, რომ მრავალნიშნა სისტემები შემოიღეს, როგორც კლასიკური, ორნიშნა, 

ლოგიკის გაფართოებად. უმეტეს ნაწილს მათ აქვთ ღირებულებები, წარმოადგინოს 

"სრულიაად ჭეშმარიტი" და "სრულიად მცდარი" და, თუ ჩვენ მხოლოდ ამ მნიშვნელობებით 
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შემოვიფარგლებით, მივიღებთ ორნიშნა ლოგიკას. თუ ჭეშმარიტული-მნიშვნელობები არიან 

დალაგებული რაიმე აზრით და კავშირები განკუთვნილია იმისათვის, რომ ორნიშნა 

ლოგიკასთან პარალელურად, ისინი უნდა იქცეოდნენ გონივრულად. ასე რომ, "კონიუნკცია" 

კავშირი იქნება იზოტონური ორივე ცვლადში, ”იმპლიკაცია” იქნება ანტიტონური პირველი 

და იზოტონური მეორე ცვლადით, "უარყოფას" ექნება საწინააღმდეგო დალაგება. შეიძლება 

დავუშვათ მოშორება (3) მთლიანობაში, მაგრამ გადასახდელი ფასი არის დაკარგვა 

ზოგიერთი მახასიათებლებით დამახასიათებელი არსებული დისციპლინისათვის და 

გადასვლა უნივერსალურ ალგებრაზე და კომბინატორიკაზე. ამის შესახებ ინფორმაციის 

მისაღებათ იხილეთ [81, .12.18] გამოცემა და შემდგომი ბმულები. 

ჩვენი მეოთხე პირობა მოყვანილია იმისათვის, რომ ვაჩვენოთ განსხვავება 

მრავალნიშნა ლოგიკასა და ფაზი ლოგიკას შორის. რადგან ორივე ამ ლოგიკას აქვს 

შესაბამისად არამკაფიო საზღვრები, ეს არ არის ადვილი გასაკეთებელი, მაგრამ ჩვენ დავსვათ 

შეკითხვა შემდეგი სახით. ფაზი ლოგიკა ფართო აზრით არის ყველაფერი, რაც ეხება 

არამკაფიოობას. ვიწრო აზრით, ეს არის ფორმალური ლოგიკური აღრიცხა არამკაფიოობისა. 

ჩვენ უნდა განვასხვავოთ შემთხვევები, როდესაც არამკაფიოობა მონაწილეობს ლოგიკურ 

დონეზე (გაანგარიშების დონე და მისი სემანტიკა) შემთხვევისგან, როდესაც ფაზი 

მონაწილეობს მეტალოგიკურ დონეზე (აღრიცხვის გარეშე დონე და მისი სემანტიკა). 

მაგალითად, ჩვენ შეიძლება გვქონდეს ფაზი გამონათქვამი A, რომელიც არის T თეორიის 

აქსიომა მკაფიო გზით (მაგ., A მიეკუთვნება T- ს აქსიომურ შემადგენლობას წევრობის 

ხარისხით1), ან მკაფიო განცხადება B, რომელიც T- ს აქსიომაა ფაზი აზრით (მაგ., B არის 

აქსიომა, წევრობის ხარისხით = 0, 1), ან ნებისმიერი შესაძლო კომბინაციიდან. სხვა 

სიტყვებით რომ ვთქვათ, ჩვენ ვანსხვავებთ ჭეშმარიტებასა და მოსალოდნელობას. იფიქრე 

ადამიანზე რომელიც ნაჩვენებია სურათზე: შეიძლება სურათი აღმოჩნდეს ფოკუსის მიღმა 

ხოლო ადამიანის ხელი ფოკუსში. შეიძლება ჰქონდეს ადგილი ეფექტების ყოველა 

კომბინაციას და მნიშვნელოვანია იმის გაგება, თუ საიდან წარმოიქმნება ეფექტები ფოკუსის 

გარეთ. მრავალნიშნა ლოგიკაში, ხელი ყოველთვის მდგრადია: არავითარი ბუნდოვნება არ 

არის მოსალოდნელი მეტალოგიკურ დონეზე და იყოს მოსალოდნელი, მხოლოდ თუ ეს 

პრედიკატული რეალიზაციაა სიმბოლოთა სტრუქტურაში (იხ. .62.6). ჩვენ დავუბრუნდებით 

ამ და მასთან დაკავშირებულ კითხვებს ბოლო ნაწილში. 

1.2 როგორ არის ორგანიზებული ეს კვლევები 

ბოლო წლების განმავლობაში, კომპიუტერული მეცნიერების გამოყენების გამო, 

მრავალნიშნა ლოგიკამ გამოიწვია ახალი ინტერესი. საკმაოდ გაიზარდა ლიტერატურა. 

მრავალნიშნა სისტემები ეხლა გამოიყენება ისეთ სფეროებში, როგორიცაა სქემების 

შემოწმება[42], კავშირის ანალიზი საწინააღმდეგო კავშირით [67], [68], პროგრამირების 

ლოგიკა [28], [20], [29], ხელოვნური ინტელექტი [33], პროგრამის შემოწმება [9], 

არამონოტონური მსჯელობა [94], [23], [91], ბუნებრივი ენის დამუშავება [8], [88 ]. 

ჩვენ გადავწყვიტეთ, მიგვეცა ძირითადი განსაზღვრებები გამონათქვამთა დონეზე და 

გამოგვეხატა გაფართოება პრედიკატულ შემთხვევაში სხვადასხვა თავში (§2.6). 

შინაარსობრივად, ჩვენ ვგრძნობთ, რომ მთავარი აზრი და პრობლემები შეგვიძლია უკეთ 

გავიგოთ გამონათქვამთა დონეზე. უფრო მეტიც, ჩვენ მთლიანად გამოვტოვეთ ზოგიერთი 

კითხვები, რომლებიც განსაკუთრებულ ინტერესს იწვევენ და განიხილება ლიტერატურაში. 

კერძოდ, ჩვენ გამოვტოვეთ მრავალნიშნა ლოგიკის გამოყენება, რომ დავამტკიცოთ 

აქსიომების დამოუკიდებლობა ორნიშნა ლოგიკაში [17], [36] და მცდელობები მრავალნიშნა 

ფორმულირების აქსიომების სქემის გაგების თეორიული შერჩევის (იხ. [104, §2.14], [113]). 

ასევე, ჩვენ არ განვიხილავთ მრავალნიშნა მოდალურ ლოგიკას; იხ. [30], [31], [102], [100], [73], 

[86], [63]. 
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2  ზოგადი თეორია  

ენა L მრავალნიშნა ლოგიკისათვის: 

1. სასრულია ან თვლადი p, q, r,. . . პროპოზიციული სიმბოლოები; 

2. სასრული სიმრავლე 𝑐1, . . . , 𝑐𝑚, ლოგიკური კავშირების  სადაც 𝑐𝑖 არის 𝑢𝑖≥ 0 ადგილიანი. 

F ORM (L) არის L-ის ფორმულების სიმრავლე. ნებისმიერი პროპოზიციული ცვლადი არის 

ფორმულა, თუ c არის u ადგილიანი კავშირი და 𝐴1, . . . , 𝐴𝑢– ფორმულებია, მაშინ c𝐴1, . . . , 

𝐴𝑢არის ფორმულა. 

გამოიყენება ასევე სიმბოლოების მარცხენა და მარჯვენა ფრჩხილი (). კავშირები ყველაზე 

ხშირად ორ ადგილიანია: → p →qp ჩავწერთ შემდეგნაირად p → (q → p). ჩვენ ვიყენებთ 

სიმბოლოებს A, B, C,. . . ფორმულების აღნიშვნისთვის, ხოლოΓ, ∆, . . . ფორმოლების ნა 

სიმრავლისათვის. 

ლოგიკური მატრიცა L- თვის არის სისტემა 𝑀 = (M, D), სადაც D არის M-ის ქვესლიმრავლე. 

M-ის ელემენტები განხილულია, როგორც ჭეშმარიტობის მნიშვნელობები, ხოლო D არის 

მონიშნული ელემენტები ჭეშმარიტობის მნიშვნელობებიდან. ნულ ადგილიანი კავშირი არის 

ლოგიკური კონსტანტა, ანუ M-ის ელემენტი. (M, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑚)  ვგულისხმობთ, რომ  𝑐𝑖 არის M-

ის ოპერაცია. შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ  M-ს აქვს 2-ზე მეტი სიმძლავრე. 

2.1 სემანტიკა 

სტრუქტურა (L, 𝑀) ეწოდება ასახვას σ : V → M, პროპოზიციული სიმბოლოების 

სიმრავლიდან M ალგებრაში, რომელიც შეიძლება გაფართოვდეს σ : F ORM (L) → M. 

 თუ Γ არის  F ORM (L)-ის ქვესიმრავლე და A არის რაღაც  ფორმულა, მაშინ ჩვენ ვიტყვით, 

რომ A სემანტიკურად გამომდინარეობს  Γ –დან 𝑀-ის მიმართ, ვწერთ Γ | =𝑀A თუ სრულდება 

პირობები: 

ნებისმიერი  σ ასახვისათვის (L, 𝑀)-დან, თუ σ (B) ∈ D ნებისმიერი B-თვის B ∈ Γ-დან, მაშინ 

σ(A) ∈D. 

აღნიშვნების გასამარტივებად ჩვენ ვწერთ 𝐵1, . . . , 𝐵𝑟 | =𝑀A რომ არ დავწეროთ{𝐵1, . . . , 𝐵𝑟} 

 | =𝑀 A. ვიტყვით, რომ A არის ჭეშმარიტი, თუ  | =𝑀 A, და ვიტყვით, რომ A შესრულებადია, 

თუ არსებობს σ  სტრუქტურა σ(A) ∈D. თუ 𝑀 არის სასრული მატრიცა  (ე.ი. M არის სასრული, 

n სიმძლავრის), მაშინ გავაიგივებთ M-ს n = {0, 1,. . . , n - 1}-თან, ან სიმრავლე 𝐼𝑛= {0, 1/(n − 1), . . 

. , (n − 2)/(n − 1), 1}, კონტექსტის მიხედვით. 

მაგალითი 2.1.1 კლასიკურ ლოგიკაში  მატრიცა B = (2, {1}), სადაც 2 = {0, 1} არის ორ 

ელემენტიანი ბულის ალგებრა (2,∨, ¬). მაშინ მიმართება | =𝐵 არის ბულის სემანტიკური 

გამომდინარეობა, და ჭეშმარიტი ფორმულები წარმოადგენენ ბულის ტავტოლოგიებს. 
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მაგალითი 2.1.2 ლუკასევიჩის სამნიშნა ლოგიკა. ჩვენ გვაქვს ბინარური კავშირი → 

(იმპლიკაცია), და უნარული ¬ (უარყოფა). მატრიცა 𝐿3 = (𝐼3, {1}) განსაზღვრება შემდეგნაირად:

 

განვიხილოთ 𝐼3 როგორც წრფივად დალაგება (0 <1/2 <1), სადაც 0 არის ”სრულიად მცდარი” 

და 1 ”სრულიად ჭეშმარიტი”. დავაკვირდეთ, რომ →, ¬, თუ შევზღუდავთ {0, 1} სიმრავლეზე 

ისინი იქცევიან, როგორც კლასიკური ლოგიკის იმპლიკაცია და უარყოფა. გამომდინარეობს, 

რომ 𝐼3 არ არის ფუნქციონალურად სრული; მაგალითად, არც ერთი ტერმი ვერ აიგება → და ¬ 

რომელიც წარმოადგენს ფუნქციას: 𝐼3 დან 𝐼3-ში რომლის მნიშვნელობა უდრის კონსტანტა 

1/2-ს. 

განმარტება 2.1.3 C არის გამომდინარეობის ოპერატორი C :P(FORM(L)) →P(FORM(L)) თუ 

სრულდება: 

1. Γ⊆C(Γ); 

2. C(C(Γ)) = C(Γ); 

3. Γ⊆∆ გამომდინარეობს,რომC(Γ) ⊆C(∆).         

Γარის არაწინააღმდეგობრივი, თუ C(Γ) ≠FORM(L): 

• სტრუქტურულია, თუ, ნებისმიერი ჩასმის ოპერაციით α ფორმულებისა, ცვლადებისათვის 

ჩვენ გვაქვს α (C (Γ)) ⊆ C (α (Γ)); 

• კომპაქტურია, თუ A ∈ C (Γ) გამომდინრეობს, რომ არსებობს სასრული ქვესიმრავლე𝛤0⊆Γ 

ისეთი, რომ A ∈ C (𝛤0); 

• ერთგვაროვანია, თუ სრულდება პირობა: 

თუ A ∈ C (Γ ∪ ∆), Γ არის არაწინააღმდეგობრივი, და Γ-ს არა აქვს საერთო ცვლადები ∆ ∪ {A}-

თან, მაშინ A ∈C(∆). 

ჩვენ განვსაზღვრეთ ლოგიკა, როგორც წყვილი (L, 𝑀). უფრო ზოგადი მიდგომა იქნებოდა თუ 

ლოგიკას  განვსაზღვრავდით, როგორცწყვილს (L, C), სადაც L არის ენა, და C არის 

გამომდინარეობის ოპერაცია  F ORM (L) –ზე. სინამდვილეში, ნებისმიერი მატრიცა M-თვის, 

ასახვა 𝐶𝑀 განსაზღვრულია, როგორც 

𝐶𝑀 (Γ) = {A ∈FORM(L) : Γ| =𝑀 A} 

არის გამომდინარეობის ოპერაცია. დავუშვათ C არის გამომდინარეობის ოპერაცია. ჩვენ 

ვამბობთ, რომ M სუსტად ადეკვატური C- სთვის, თუ C (∅) = 𝐶𝑀 (∅) და ამბობენ, რომ M 

ძლიერად ადეკვატური C- სთვის, თუ, ნებისმიერი Γ-თვის, C(Γ) =𝐶𝑀 (Γ). გამომდინარეობის 

ოპერაციები, რომლისთვისაც არსებობს მკაცრად ადეკვატური მატრიცა დახასიათებულია ამ 

ნაშრომებში [54] -ში, [108]. შევნიშნოთ, რომ მკაცრად ადეკვატური მატრიცები შეიძლება იყოს 
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არათვლადი (იხ. .52.5.2). წიგნი [109] მოცემულია ძირითადი მონაცემები გამომდინარეობის 

თეორიის შესახებ.  

2.2 ზოგიერთი ლოგიკური აღრიცხვები 

დავუშვათ, რომ ჩვენ გვაქვს ლოგიკა (L, 𝑀). თუ ჭეშმარიტი ფორმულების სიმრავლე არის 

რეკურსიულად გადათვლადი, მაშინ ბუნებრივია, რომ ჩვენ გვაქვს საქმე კარგ აღრიცხვასთან. 

საკუთარი გემოვნების და მოთხოვნების მიხედვით კარგი შეიძლება ნიშნავდეს 

ელეგანტურობას, ეფექტურობას, მარტივად რეალიზებადს, კვეთის გარეშე, კვეთის 

ელემინაციის გარეშე და სხვა. თუ ჭეშმარიტი ფორმულების სიმრავლე რეკურსიული, მაშინ 

მოსაძებნია კარგი ამოხსნადობის პროცედურა, მაშინ ცხრილი იძლევა საშუალებას 

ამოხსნადობის პროცედურის, რომელიც ზოგადად არის არადამაკმაყოფილებული, 

გამოთვლადობის ფასად. მრავალნიშნა ლოგიკისათვის უნდა არსებობდეს იმპლიკაციის 

კავშირი და ერთი გამოყვანის წესი უნდა იყოს მოდუს პონენსი. თვალსაჩინო 

გამოთვლებისათვის ეს მიდგომა, ანალიტიკური სისტემებით იყო განვითარებული (ცხრილი 

და გამომდინარეობის სისტემები), სადაც მატრიცული სემანტიკა არის ახლოს და განსხვავება 

მონიშნულობის და არამონიშნულობის მნიშვნელობებს შორის კარგავს თავის მნიშვნელობას. 

მნიშვნელოვანია, რომ სასრულნიშნა აღრიცხვების განვითარებას მივყავართ რაღაც 

მტკიცებულებასთან და ახალ მიდგომით კლასიკური ლოგიკის ორნიშნა სტრუქტურასთან. ამ 

თვისების მაგალითიდ ჩვენ მივმართავთ უნიფიცირებულ მიდგომას მიმდევრობების 

ბუნებრივ გამოყვანას, ცხრილების აღრიცხვას, რომელიც განვითარებული იყო ბააზის, 

ფერმიულერის და ზახის მიერ [2], [3], [114]. 

პრაქტიკულად ყოველი აღრიცხვა ორნიშნა ლოგიკისათვის იყო გავრცელებული 

მრავალნიშნა სისტემებზე, ყოველ შემთხვევაში სპეციფიკური ლოგიკებისათვის. ჩვენ გვაქვს 

სხვადასხვა სახის ჰილბერტის სტილის აღრიცხვები, მიმდევრული აღრიცხვები, 

ნატურალური გამოყვანები, რეზოლუციები, როგორც პროპოზიციულ, ასევე პრედიკატულ 

დონეზე. ბოლო მტკიცებულებათა სისტემები, როგორც წესი არ არის კონცენტრირებული 

ერთ ლოგიკაზე, მაგრამ იყო საკმარისად მოქნილი გამოყენებადი ლოგიკის ფართო სპექტრში. 

ჩვენ მოვიყვანთ ასეთი ტიპის რამდენიმე სისტემას, კერძოდ, სეკვენციურ და ტაბლოს 

აღრიცხვებს, და რეზოლუციებს. ყველა ისინი არიან  ზოგადი მიზნის აღრიცხვები, ანუ, თუ 

სპეციალიზირებულია ნებისმიერ სასრულ მატრიცაზე, ისინი იძლევიან აღრიცხვებს, 

რომლებიც არიან თავსებადი და სრული ამ მატრიცების მიმართ. თუ მატრიცა არ არის 

სასრული, მაშინ აქსიომატიკა უფრო რთულია და ჰილბერტის სტილის სისტემები კვლავ 

იძენენ მნიშვნელობას. §3 – ში ჩვენ განვიხილავთ ამ საკითხს ერთ კონკრეტულ შემთხვევაზე, 

კერძოდ, ლუკასევიჩის მრავალნიშნა ლოგიკას. 

 ჩვენ თავიდან გვჭირდება რამდენიმე განმარტება: დავუშვათ, რომ ჩვენ გვაქვს 

ფიქსირებული სასრული n სიმძლავრის მატრიცა M. მონიშნული ფორმულა არის ფორმულა 

L ენაში, მონიშნული ჭეშმარიტების მნიშვნელობებით; მაგალითად, თუ → არის ორ 

ადგილიანი კავშირი L-ში და M = {0, 1, 2, 3}, მაშინ (𝑝 →  𝑞)0, (𝑝 →  𝑞)2, 𝑞1 წარმოადგენენ 

სხვადასხვა მონიშნულ ფორმულებს. ლიტერალი არის მონიშნული ფორმულა, სადაც 

მონიშნული ფორმულა  არის პროპოზიციული ფორმულა. მონიშნული ფორმულის 

გამოსახულება  წარმოადგენს მონიშნული ფორმულების ბულის კომბინაციებს ¬, ∨, ∧  

კავშირებით. ნებისმიერი სტრუქტურა σ  (L, 𝑀)-თვის ინდუცირებს �̅� ასახვა, მონიშნული 



10 
 

ფორმულების სიმრავლიდან ორელემენტიან ბულის ალგებრაში,  ბუნებრივი განსაზღვრით �̅� 

(𝐴𝐴
𝐴𝑖)= 1 მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა σ (A) = i.  ასახვა �̅� ფართოვდება ბუნებრივად  ყველა 

მონიშნული ფორმულების გამოსახულებების სიმრავლეზე. ვიტყვით, რომ მონიშნული 

ფორმულების გამოსახულებები E, F ეკვივალენტურია და ჩვენ ვწერთ E ≡ F,თუ, ნებისმიერი σ 

– სთვის, გვაქვს �̅� (E) =�̅� (F). რათქმაუნდა, თუ E, F ექვივალენტურია როგორც ბულის 

ფორმულები, მაშინ E ≡ F. 

 ვინაიდან ნებისმიერი ფორმულთვის A და ნებისმიერი ჭეშმარიტობის 

მნიშვნელობისთვის i, ¬ (𝐴𝑖) ≡ ⋁ 𝐴𝑗
𝑗≠𝑖 , აქედან გამომდინარეობს, რომ ნებისმიერი მონიშნული 

ფორმულის გამოსახულებისთვის E, ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვნოთ ექვივალენტური მონიშნული 

ფორმულის გამოსახულებით C, რომელიც მოცემულია სრულყოფილ ნორმალურ ფორმაში 

(CNF) და არ შეიცავს ¬ კავშირს. დისტრიბუციული კანონის გამოყენებით C- ზე ჩვენ 

ვღებულობთ  ექვივალენტური მონიშნული ფორმულის გამოსახულებას  D, რომელიც 

იმყოფება დიზუინქტიურ ნორმალურ ფორმაში (DNF) და არ აქვს ¬. აღსანიშნავია,რომ 

მოცემული E-სთვის  არც C და D არ არის უნიკალური; განხილვისთვის მივუთითებთ [114, 

§1.5], [40, §4.5]. აგრეთვე აღვნიშნოთ, რომ ჩვენ ჩვეულებრივ ვიყენებთ კომუტაციურ და 

ასოციაციურ კანონებს ∨, ∧ -თვის მონიშნული ფორმულის გამოსახულებების CNF და DNF-

ში; სხვა სიტყვებით რომ ვთქვათ, ჩვენ ვთვლით რომ ჩვენ რეალურად ვმუშაობთ კლაუსების 

სიმრავლეებზე. 

 ვთქვათ, რომ c არის u-ადგილიანი კავშირი L-ში, ვთქვათ 𝑝1, . . . , 𝑝𝑢 არის 

პროპოზიციული სიმბოლოები და ვთქვათ i არის ფიქსირებული ჭეშმარიტობის 

მნიშვნელობა. ჭეშმარიტობის მნიშვნელობის c- თვის ჭეშმარიტობის ცხრილის განხილვისას, 

ჩვენ მარტივად შეიძლება ავაგოთ მონიშნული ფორმულის გამოსახულება T, რომელიც 

შეიცავს მხოლოდ მონიშნულ ფორმულებს {𝑝𝑟
𝑗
: 1 ≤ r ≤ u, j ∈M} სიმრავლიდან,და ისეთი, 

რომ(c𝑝1, . . . , 𝑝𝑢)𝑖≡ T. ზემოთ მოყვანილი დაკვირვებით, ჩვენ შეგვიძლია ავაგოთ ორი 

(არაუნიკალური) მონიშნული ფორმულები გამოსახულებები C, D ისეთი რომ: 

 

1. C, D არშეიცავს ¬; 

2. C, D შეიცავს მხოლოდ ლიტერალს სიმრავლიდან {𝑝𝑟
𝑗
: 1 ≤ r ≤ u, j ∈M}; 

3. C არის CNF- ში, და D არის DNF- ში; 

4. T, C, D ექვივალენტურია როგორც, ბულის ფორმულები და, შესაბამისად, ყველა ისინი 

ექვივალენტურია (c𝑝1, . . . , 𝑝𝑢)𝑖. 

ჩვენ ვუწოდებთ C- ს i-ური CNF-დან c-თვის, და D- ს i-ურს DNF-დან c- სთვის. 

მაგალითი 2.2.1ვთქვათ c  არის ლუკასევიჩისსამნიშნალოგიკa. მაშინ: 

(p →  q)0 ≡ 𝑝1∧𝑞0; 

(𝑝 →  𝑞)1/2≡ (𝑝1/2∧𝑞0) ∨(𝑝1∧𝑞1/2) ≡ (𝑝1/2∨𝑝1) ∧(𝑝1/2∨𝑞1/2) ∧(𝑞0∨𝑝1) ∧(𝑞0∨𝑞1/2) ≡ 



11 
 

(𝑝1/2∨𝑞1/2) ∧(𝑞0∨𝑝1); 

(𝑝 →  𝑞)1≡ 𝑝0∨𝑞1∨(𝑝1/2∧𝑞1/2) ≡ (𝑝0∨𝑞1∨𝑝1/2) ∧(𝑝0∨𝑞1∨𝑞1/2). 

2.3 პოსტის სისტემები 

პოსტმა შემოიყვანა n- ნიშნა სისტემები თავის სადოქტორო დისერტაციაში, რომელიც იყო 

გამოქვეყნებული [78] -ში. მისი მიდგომაა წმინდა ალგებრულია: იგი ანვითარებს თავის 

აღრიცხვებს, როგორც პირდაპირი განზოგადოება კლასიკური 2-ნიშნა აღრიცხვისა. ის არ 

იძლევა ლინგვისტიკურ ინტერპრეტაციას მისი ჭეშმარიტობის მნიშვნელობებისა, გარდა 

ჩვეულებრივი ჭეშმარიტების მნიშვნელობის ტერმინებში, გაანალიზება მონოტონური 

ელემენტების წარმოდგენისა პოსტის ალგებრაში (იხ. ქვემოთ). 1921 წლის შემდეგის 

არასდროს არ დაბრუნებულა მრავალნიშნა ლოგიკასთან.  

განსაზღვრება 2.3.1ვთქვათ n ≥ 2 და ვთქვათ 0 ≤ m ≤ n - 1. მატრიცა 𝑃𝑛
𝑚 n- ნიშნა პოსტის 

ლოგიკისათვის განსაზღვრულია შემდეგნაირად: 𝑃𝑛
𝑚= (n, {m, m + 1, . . . , n − 1}). არსებობს 

მხოლოდ ორი კავშირი, ∨ და ∼,  რომლებიც განსაზღვრულია i ∨j = max{i, j}, და∼i= i − 1 

(modn). როდესაც ჩვენ არ ვეხებით მონიშნულ მნიშვნელობათა სიმრავლეს, ჩვენ აღვნიშნავთ 

მოცემულ ალგებრას (n, ∨, ∼)  𝑃𝑛-ით.  

 კლასიკური უარყოფა 2-ში შეიძლება განვიხილოთ ან როგორც სარკისებური ასახვა (i 

⟼1 − i), ან როგორც ციკლური ასახვა (i ↦i−1) (mod 2)); ამ ორი გამოსახულების მნიშვნელობა 

ემთხვევა ერთმანეთს. n ≥ 3– ისთვის ისინი აღარ ემთხვევა; პოსტის უარყოფა ∼ იღებს მეორე 

ალტერნატივას. 

 𝑃𝑛-ის არსებითი მნიშვნელობა არის ფუნქციონალური სისრულე: ნებისმიერი k ≥ 1 –

ისთვის ნებისმიერი ფუნქცია f : 𝒏𝑘 ⟼n გამოისახება ∨ და ∼ საშუალებით (კერძოდ, i∧j = min 

{i, j}). ეს დაამტკიცა თვითონ პოსტმა; სხვა მტკიცებულება შეიძლება  ვნახოთ [104] -ში. ჩვენ 

გვინდა შემოვიღოთ ყველა ნულალური კავშირი. რათქმაუნდა, საკმარისია შემოვიღოთ 

კონსტანტა 0-ი. ჩვენ შეგვიძლია განვსაზღვროთ 0 როგორც p∧∼p∧∼∼p∧ · · · ∧ ∼𝑛−1 p, ან 

შეგვიძლია შემოვიტანოთ 0, როგორც ახალი პრიმიტიული კავშირი. ასე თუ ისე, ჩვენ 

შეგვიძლია დავუშვათ k ფუნქციონალი სისრულის განსაზღვრაში ასევე უნდა იყოს 0-ი. 

როგორც აბსტრაქტულად, არ აქვს მნიშვნელობა, რომელი კავშირების სიმრავლეს ჩვენ 

ვუშვებთ როგორც პრიმიტიულს, სანამ ისინი განსაზღვრავენ ერთსა და იმავე კლასის 

ფუნქციას, ჩვენ ვეყრდნობით n-ნიშნა პოსტის ლოგიკას  ნებისმიერი  n-ნიშნა ლოგიკას, 

რომელიც ფუნქციურად სრულია (k = 0 შეიძლება). ჩვენ, აღვნიშნავთ, რომ პრაქტიკული 

თვალსაზრისით - ვთქვათ,  ავტომატური თეორემების მტკიცებულებები - ეს ქმნის დიდ 

განსხვავებას, რომელ კავშირების სიმრავლეს ჩვენ ვთვლით პრიმიტიულს. პრიმიტიულების 

ცუდი არჩევანს შეუძლია იმუშაოს სისტემაში არაპრაქტიკულად: არავის არასდროს არ 

უცდია განესაზღვრა კლასიკური ლოგიკა  მხოლოდ შტრიხ შეფერის გამოეყენებინით. 

 აღსანიშნავია პოსტის n-ნიშნა ლოგიკის კრეიგის ინტერპოლაციის თეორემა. 

 ალგებრული თვალსაზრისით დიდი ძალისხმევა იყო დახარჯული პოსტის 

ალგებრების კლასისთვის. ძირითადი იდეები შემდეგია: ჩვენ გვაქვს 𝑃𝑛 შემდეგი ტიპის (2, 2, 

1, 0, 0), (∨, ∧, ∼, ⊥, ⊤) ენით, ⊥და⊤განსაზღვრულია როგორც 0 და n– 1 შესაბამისად. როგორც 

აბსტრაქტული ალგებრა, 𝑃𝑛  წარმოქმნის ეკვაციურ კლასს, რომელსაც ჩვენ აღვნიშნავთ 𝑷𝑛
∼. 
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𝑷𝑛
∼– ის ელემენტებია ყველა ალგებრა, რომელიც იგივე ტიპის როგორიცაა 𝑃𝑛, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ ტოლობებს რომლებიც სრულდება 𝑃𝑛  -ში . ბირკჰოფის თეორემის თანახმად , 

 𝑷𝑛
∼ არის კლასი 𝑃𝑛  -ის ყველა ჰომომორფული ასახვებისა, ყველა ქვეალგებრების და ყველა 

დეკარტული ნამრავლებისა; 𝑷2
∼ ბულის ალგებრის კლასია. 

 ჩვენ ახლა ვაშორებთ ∼. განმარტებით, n რიგის პოსტის ალგებრების კლასი არის 

ალგებრების კლასი 𝑷𝑛,  არის ალგებრების კლასი, რომლის ელემენტებია 𝑷𝑛
∼-ის ელემენტები, 

მაგრამ (∨, ∧, ⊥, ⊤) ენაში. 𝑷𝑛უკვე აღარ არის ეკვაციური კლასი, ვინაიდან იგი არ არის 

ჩაკეტილი ქვეალგებრისათვის მიმართ. ალგებრა N∈𝑷𝑛 არის დისტრიბუციული 

შემოსაზღვრული მესერი, და დამატებითი თვისებით: N უხილავად შეიცავს თავის 

სტრუქტურაში კონსტანტების ჯაჭვს 𝑐𝑛−1= ⊤, 𝑐𝑛−2=∼⊤, 𝑐𝑛−3 =∼∼⊤, . . . , 𝑐0=∼𝑛−1⊤= ⊥, მაგრამ 

მას ის აღარ ახსოვს. შეგვიძლია ჩვენ აღვადგინოთ ეს ჯაჭვი? 

 გავიხსენოთ, რომ ელემენტ a-ს შემოსაზღვრულ დისტრიბუციულ მესერში გააჩნია 

დამატება, თუ არსებობს  b, ისეთი რომ a∨b = ⊤და a∧b=⊥. თუ ასეთი b არსებობს, მაშინ იგი 

ცალსახად განისაზღვრება; ჩვენ აღვნიშნავთ ამას  ¬a-თი. განმარტებით, N მესერის ცენტრი 

C(N) არის ბულის ალგებრა ყველა მის დამატებითი ელემენტებისა N-დან. 

 

თეორემა 2.3.3 [26] დავუშვათ N = (N, ∨, ∧, ⊥, ⊤) არის შემოსაზღვრული დისტრიბუციული 

მესერი. მაშინ N არის n-ნიშნა პოსტის ალგებრა, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ იგი შეიცავს 

ჯაჭვს ⊥= 𝑐0< 𝑐1< 𝑐2<· · · < 𝑐𝑛−1= ⊤ ისეთს, რომ: 

ყოველ ელემენტ a ∈ N,რომელიც შეიძლება იყოს ჩაწერილი შემდეგნაირად 

a = (𝑎1∧𝑐1) ∨(𝑎2∧𝑐2) ∨ · · · ∨(𝑎𝑛−1∧𝑐𝑛−1), 

სადაც 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1∈ C(N); 

 

a∈C(N) გარდა ⊥და არცერთი 0 ≤ i ≤ n - 2, არ სრულდება a∧𝑐𝑖+1≤ 𝑐𝑖. 

 თუ ჩვენ მოვითხოვეთ, რომ 𝑎1≥ 𝑎2≥ · · · ≥ 𝑎𝑛−1, მაშინ 𝑎𝑖 ცალსახად განისაზღვრება; 

ისინი შეადგენენ a-ს მონოტონურ მიმდევრობას. 𝑐𝑖-ების ჯაჭვი, ასევე როგორც ყველა მისი 

სიგრძე,  ცალსახად განისაზღვრება, აქედან  გამომდინარეობს, რომ  თუ n ≠m, 𝑃𝑛 და 𝑃𝑚 

თანაკვეთა ცარიელია. 

 სიტუაცია ხდება გრკვეული, როგორც კი ცნობილია სტოუნ ეფშტეინის წარმოდგენის 

თეორემა. 

თეორემა 2.3.4 [27] ნებისმიერი n რიგის პოსტის ალგებრა არის იზომორფული ყველა უწყვეტი 

ფუნქციის მესერისა ცენტრის დუალური სივრციდან - კომპაქტური, სრულად არაბმული, 

ჰაუსდორფის სივრცე   -   n- ელემენტიან ჯაჭვში. პირიქით, ნებისმიერი ბულის სივრცე X-

სთვის, ყველა უწყვეტი ფუნქციების: X → n მესერი არის n რიგის პოსტის ალგებრა. 
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 სპიდის თეორემის თანახმად [90], ეს ტოლფასია იმის, რომ ყოველი n რიგის პოსტის 

ალგებრა არის კონამრავლი ბულის ალგებრსა -უფრო ზუსტათ, მისი ცენტრისა - n- 

ელემენტიან ჯაჭვიდან. 

 ეპშტეინის წარმოდგენაში, კონსტანტა 𝑐𝑖 შეესაბამება ფუნქციას, რომელიც იღებს 

მუდმივ მნიშვნელობას i, მაშინ როცა 𝑎𝑖 მონოტონურ წარმოდგენაში a არის მახასიათებელი 

ფუნქცია სიმრავლე {x ∈X : a(x) ≥i}-ზე. ასევე ნათელია, რომ მონოტონური წარმოდგენა იძლევა 

იზომორფიზმს N–დან Q-ს ქვესტრუქტურაზე წარმოდგენილია როგორც  C (N)-ების n - 1 

კოპიების ნამრავლისა. Q ყალიბდება ყველა დაღმავალი n – 1სიგრძის ელემენტების C (N)-დან 

მიმდევრობების აღებით. ოპერაციები ∨, ∧, ⊤, ⊥მოქმედებენ კომპონენტურად, მაშინ როდესაც 

გადანცვლება ∼ მოცემულია შემდეგნაირად : 

(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−2, 𝑎𝑛−1) ⟼(𝑎2∨ ¬𝑎1, 𝑎3∨ ¬𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1∨ ¬𝑎1, ¬𝑎1) 

აღსანიშნავია, რომ1921 წლის სტატიის ბოლოს, პოსტმა განჭვრიტა ეს ბოლო წარმოდგენა, 

ინტერპრეტირება მისი მთავარი მნიშვნელობის როგორც მონოტონური მიმდევრობის 

ჩვეულებრივი ჭეშმარიტობის მნიშვნელობისა. 

2.4  ლუკასევიჩის სისტემები 

როგორც ვნახეთ §2.3 -ში პოსტის სისტემები საკმაოდ ხისტია: იმისათვის, რომ გადავიდეთ n- 

დან m მნიშვნელობაზე, უნდა შეიცვალოს კონსტანტების ჯაჭვი. ლუკასევიჩის სისტემები 

საკმაოდ მოქნილია; ჩვენ უკვე შევხვდით სამნიშნას მაგალითში 2.1.2 -ში, ეხლა მოვიყვანთ 

ზოგად  სტრუქტურას. 

 ვთქვათ n ≥ 2. მატრიცა 𝐿𝑛 ლუკასევიჩის n-ნიშნა ლოგიკისათვის არის𝐿𝑛 = (𝐼𝑛, {1}), 

ენაში (→, ¬, 1). კონსტანტა 1 უნდა იყოს განმარტებული როგორც ნამდვილი რიცხვში 1, იმ 

დროს როდესაც → და ¬ განსაზღვრულია როგორც: i → j =min{1 − i + j, 1}, ¬i = 1 − i. თუ 

შევცვლით 𝐼𝑛-ს ნამდვილი ერთეულოვანი ინტერვალით I = [0, 1], კავშირებში ცვლილებების 

გარეშე, ჩვენ ვიღებთ მატრიცას 𝐿 = (I,  {1}) ლუკასევიჩის უსასრულო ლოგიკისათვის. 

 ჩვენ წარმოგიდგენთ შემდეგ კავშირებს: 

 

ადვილი დასანახია, რომ: 

• ⊕, ⊗, ∨, ∧ ყველა ასოციაციურია და კომუტაციური; 

• ∨ და ∧ შეესაბამება მაქსიმუმს და მინიმუმს; 



14 
 

• თუ შეზღუდულია {0, 1}-ში კავშირები  →, ¬, ∨, ∧, ↔ იქცევიან როგორც ბულის შემთხვევაში, 

იმ დროს როდესაც ⊕ და ⊗ ემთხვევა ∨ და ∧; 

• შეუღლება  (i ≤ j → k მმმ i ⊗ j ≤ k) შესრულებულია; 

• კავშირების სიმრავლე (→, ¬, 1), (→, 0), (⊕, ⊗, ¬, 0, 1) ურთიერთ განსაზღვრულია. 

 

 ლიტერატურაში ლუკასევიჩის ლოგიკა ყოველთვის იყო მნიშვნელოვანი. უდავოდ, 

ტრადიციამ ითამაშა თავისი როლი: ლუკასევიჩის ლოგიკა იყო პირველი მრავალნიშნა 

ლოგიკა, რომელიც იყო შემოთავაზებული და სისტემატიურად განხილული [55], [56]. 

ახლახანს, ფაზი ლოგიკის განვითარებით წარმოიქმნა ახალი  მოტივაციები. ნამდვილად, 

სამართლიანად ჩანს, რომ ლოგიკა, რომელიც ისახავს მიზნად ნებისმიერი ფორმალიზებული 

გამოყვანის მექანიზმის აღჭურვილი უნდა იყოს  "ნამრავლის" კავშირით ⊗ და 

"იმპლიკაციით"→,დაკავშირებული შეუღლების პირობით. [22] და [77] თანახმად, ჩვენ 

განვსაზღვრავთ რეზიდუალურ მესრს, რომ გქონდეს სტრუქტურა (L, ∨, ∧, ⊗, →, ⊥, ⊤) ისეთი, 

რომ: 

• (L, ∨, ∧, ⊥, ⊤) არის მესერი უმცირესი და უდიდესი ელემენტებით; 

• (L, ⊗, ⊤) არის კომუტაციური მონოიდი; 

• შესრულებულია შეუღლების პირობა, ე.ი ნებისმიერი i, j, k ∈ L- სთვის, ჩვენ გვაქვს i ≤ j → k 

მმმ i ⊗ j ≤ k. 

თუ, გარდა ამისა, L არის სრული, როგორც მესერი, ჩვენ ვამბობთ, რომ (L, ∨, ∧, ⊗, →, ⊥, ⊤) 

არის სრული რეზიდუალური მესერი. 

 

თეორემა 2.4.1 [77, გვ. 121-122] ვთქვათ (L, ∨, ∧, ⊥, ⊤) იყოს სრული მესერი. 

1. ვთქვათ ⊗ იყოს ბინარული ოპერაცია (არ არის აუცილებელი კომუტაცურობა) L– ზე 

ისეთნაირად, რომ: 

a. ⊗ არის იზოტონური ორივე ცვლადის მიმართ (ე.ი.თუ i ≤ j, მაშინ  i ⊗ k ≤ j ⊗ k და k ⊗ i ≤ k 

⊗ j);  

b. თითოეული I ქვესიმრავლისთვის L-დან, (⋁ ii∈𝐼 ) ⊗ j = ⋁ (i ⊗  j)i∈𝐼 .  

მაშინ არსებობს ერთადერთი ოპერაცია → L– ზე, ისეთი რომ შეუღლების პირობა სრულდება  

წყვილისთვის (⊗, →); ეს ოპერაცია მოცემულია შემდეგნაირად j → k = ⋁{i: i ⊗  j ≤  k} . 

2.ვთქვათ → იყოს ბინარული ოპერაცია L–ზე ისეთი, რომ:  

c.→ არის ანტიტონური პირველ ცვლადის მიმართ და იზოტონური მეორე ცვლადის მიმართ; 
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d. ყოველი K ქვესიმრავლისათვის L -დან j → (⋀ kk∈K ) = ⋀ (j →  k)k∈K . მაშინ  არსებობს 

ერთადერთი ოპერაცია ⊗ L-ზე, ისეთნაირი, რომ შეუღლების  პირობა სრულდება  

წყვილისათვის (⊗, →); ეს ოპერაცია მოცემულია შემდეგნაირიად i ⊗ j = ⋀{k: i ≤  j →  k} .  

3. ყოველ სრულ რეზიდუალურ მესერში სრულდება პირობები (a), (b), (c), (d).  

მაგალითი 2.4.2 განვიხილოთ ჩვეულებრივი მესერის სტრუქტურა ნამდვილი ინტერვალის 𝐼 

= [0, 1]. როგორც დამტკიცებულია  [77, გვ. 123]-ში და მათში მითითებული ლიტერატურა, 𝐼 

შეიძლება მოცემულ იქნას 2ℵ0 სხვადასხვა რეზიდუალური მესერის სტრუქტურით, 

რომელშიც ნამრავლის ოპერაცია არის უწყვეტი.  

ავიღოთ ⊗ = ∧. მაშინ  → არის განსაზღვრული: 

i →  j = {
𝑖,                 თუi ≤  j;

𝑗, სხვა შემთხვევაში
 

ვიღებთ ჰეიტინგის სრულ ალგებრას. ეს არის გოედელის ლოგიკის შემთხვევა; იხილეთ 

§2.5.2. 

ვთქვათ ⊗იყოს ჩვეულებრივი ნამრავლი ნამდვილ რიცხვებში. მაშინ ჩვენ ვიღებთ: 

i →  j = {
𝑖,                 თუi ≤  j;

𝑗/𝑖, სხვაშემთხვევაში
 

ნამრავლის ლოგიკის შემთხვევა იხილეთ [44] გვერძზე. 

3. ლუკასევიჩის ნამრავლი i⊗j = (i + j −1) ∨0 გვაძლევს  ლუკასევიჩის იმპლიკაციის i → j = (1 − 

i + j) ∧1. 

ეს სამი მაგალითი გარკვეული აზრით არის ამომწურავი; მართლაც, ყოველი უწყვეტი t- 

ნორმა (იხ. ნოვაკის თავი ნამდვილი სახელმძღვანელო) შეგვიძლია მივიღოთ მათგან [76]. 

თეორემა 2.4.3 [60] ვთქვათ (I, ∨, ∧, ⊗, →, 0, 1) რეზიდუალური მესერია, რომელშიც ∨ და ∧ 

არის ჩვეულებრივი მაქსიმუმი და მინიმუმი. დავუშვათ, რომ →: 𝐼2 → I არის უწყვეტი. მაშინ 

⊗ და → არის ლუკასევიჩის ნამრავლი და იმპლიკაცია. 

 ზემოთ მოყვანილი თეორემა კიდევ უფრო გასაოცარია, თუ ის ჩათვლის, რომ 56 

წლები გამოყოფილია [55] და [60]. მაგრამ, ის უნდა იყოს საკმარისი რომ დავასაბუთოდ 

ლუკასევიჩის ლოგიკის კვლევები. სინამდვილეში, პაველკამ დაამტკიცა [77]-ში, რომ 

ლუკასევიჩის კავშირები უზრუნველყოფს თავის მხრივ  უნიკალურობას დამოკიდებული 

სისრულის თეორემაში ფაზი ლოგიკის კონტექსტში. 

 ეს მოსაზრებები დღეს არის შედარებით; ლუკასევიჩის ლოგიკა წარმოიშვა, არა ისე 

როგორც რეზიდუალური მესერის ლოგიკა, არამედ როგორც ლოგიკა განსაზღვრული 

მატრიცების სემანტიკით. როგორ შეგვიძლია აქსიომატიზირება 𝐶𝐿 (∅) ყველა ფორმულათა 

სიმრავლე, რომელიც ჭეშმარიტია L– ში? ლუკასევიჩის ჰიპოტეზა, რომ შემდეგი ოთხი 

აქსიომათა სქემა,მოდუს პონენსთან ერთად, შემდეგია: 
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(სინამდვილეში, მას ასევე აქვს (α → β) ∨ (β → α), როგორც მეხუთე აქსიომა; ეს 

დამტკიცებული იყო ჩანგის და მერედიტის მიერ). 1935 წელს ვაისბერგი ამტკიცებდა, რომ 

აქვს ჰიპოტეზის მტკიცებულება, მაგრამ მას ის არ გამოუქვეყენებია.1958 წელს როუზმა და 

როსერმა [82] მისცეს პირველი გამოქვეყნებული მტკიცებულება; სხვა მტკიცებულებები იქნა 

მიღებული ჩანგის [16], სინიოლის [18], და პანტის [75] მიერ.  ჩვენ დავუბრუნდებით 

შეკითხვას სისრულის შესახებ §3-ში. 

აქსიომები Ax1–Ax4 საკმაოდ ელეგანტურია. თუ მათ დავამატებთ

ჩვენ ვიღებთ ჰილბერტ-აკერმანის აქსიომატიზაციის შემთხვევას ორნიშნა აღრიცხვაში. თუ 

ჩვენ დავამატებთ

ვიღებთ აქსიომატიზაციას ლუკასევიჩის სამნიშნა აღრიცხვაში; ორივე შემთხვევაში Ax4 

ხდება ზედმეტი და შეიძლება იყოს მოშორებული,  

 Ax5 გამოიხატავს ⊕-ს იდემპოტენტურობას; სინამდვილეში, ეს შეიძლება იყოს 

ექვივალენტურად  ფორმულირებული, როგორც α⊕α → α (α → α⊕α გამოიყვანება Ax1 – 

Ax4– დან). Ax1 – Ax5– ის საშუალებით, ⊕ და ∨ უქმდება და ასევე ⊗ და ∧. n ≥ 3-ისთვის 

აქსიომა, რომელიც პარალელურია Ax5-ისა არის  

n = 3-ისთვის ეს საკმარისია (ე.ი. Ax1 – Ax3, Ax5 ′ ექვივალენტურია Ax1 – Ax4, Ax5 ′ ′ და 

აქსიომიზირებს C𝐿3
 (∅)), მაგრამ n ≥ 4-ისთვის ჩვენ შემდგომში გვჭირდება ახალი აქსიომების 

მთელი ჯგუფი, ხოლო კერძოდ

(იხ. [37]). აქ (n − 1) β აღნიშნავს β⊕ · · · ⊕β (n − 1 ჯერ), მაშინ როდესაც j განისაზღვრება 

სიმრავლით {k: 1 <k <n − 1 და k არყოფს n – 1}.  

 რჩება ლოგიკის „ენობრივი“ ინტერპრეტაციის ღია პრობლემა. ყველაზე 

დამაინტრიგებელი კავშირი არის შემოსაზღვრული ჯამი ⊕. იმისათვის რომ გამოვთვალოთ 

i⊕ j, ჯამი  i და j, არის ნამდვილი რიცხვები: თუ შედეგი ნაკლებია ან ტოლია 1-ის, 

წინააღმდეგ შემთხვევაში 1. არის თუ არა სიტუაცია რეალურ ცხოვრებაში, რომელშიც  ჩვენ 

ვმოქმედებთ წინადადებით შემოსაზღვრული ჯამი? [87] -ში სკოტი ვარაუდობს, რომ 

შეცდომის ხარისხი შეიძლება ჩაითვალოს ადიციურად. ასე რომ, თუ A  სამართლიანია 

შეცდომის ხარისხით i და B ჭეშმარიტია შეცდომისხარისხიით j  (i, j ∈ [0, 1]), მაშინ (A და B) 

უნდა იყოს ჭეშმარიტი შეცდომის ხარისხით min {i + j, 1} (შეცდომის ხარისხი მეტია 1-ზე, ე.ი. 

სრული მცდარობა, რათქმა უნდა შეიძლება იყოს შემცირებული 1-მდე). მაგრამ "A 

ჭეშმარიტია შეცდომის ხარისხით i", სტრუქტურა σ ნიშნავს σ (A) = 1 - i. აქედან გამომდინარე 
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ჩვენ გვაქვს: 

ეს ნამდვილად ის არის რაც ჩვენ გვინდოდა; შეუღლების პირობა გვაძლევს განსაზღვრებას 

→. 

 როგორც ნამრავლის შემთხვევაში, ჩვენ გვაქვს კონიუნქციის არაიდენპოტენტურობა: 

ჩვენ უნდა მივიღოთ ეს, თუ A ჭეშმარიტია, შეცდომის ხარისხით, ვთქვათ, 2/3, მაშინ (A და A) 

ჭეშმარიტია შეცდომის ხარისხით (2/3) ⊗ (2/3) = 1/3. ჩვენ დავუბრუნდებით სკოტის 

ინტერპრეტაციას ამ კვლევების შემაჯამებელ ნაწილში; ამავე დროს მიუთითებთ სკოტს და 

სმაილის დისკუსიას [87] -ში, ასევე ურქარტს [104]-ში. ჩვენ ასევე ვეყრდნობით [87]-ს გილსის 

ინტერპეტაციას ლუკასევიჩის ლოგიკისთვის, როგორც ”რისკისა და ვალდებულების 

ლოგიკსთვის”. ჩვენ აგრეთვე ავღნიშნავთ, რომ ”და”-ას არაიდენპოტენტურობა არც ისე 

შოკისმომგვრელია: შეიძლება ვიფიქროთ ორ განსხვავებულ ცდაზე ერთსა და იმავე 

საკითხზე. ეს არც ისე შორია, მაგ., წრფივი ლოგიკა.  

 [67] -ში მუნდიჩი გვთავაზობს ლუკასევიჩის ლოგიკის ინტერპრეტაციას ულამის 

თამაშების ტერმინებში სიცრუებითურთ. სიტუაცია ასეთია: პასუხის გამცემი ირჩევს რიცხვს 

0-დან k-მდე. მკითხველი სვამს კი-არა კითხვას. პასუხის გამცემელს უფლება აქვს n იცრუოს. 

რამდენი კითხვას ჭირდება მკითხველს რომ  იპოვოს რიცხვი? ამ კონტექსტში არ სრულდება 

არც არაწინააღმდეგობრიობის და  არც იდეპოტენტურობის პრინციპი. თუ პასუხის გამცემი 

თავიდან ამბობს "რიცხვს 7-ს", და შემდეგ კი "რიცხვი არ არის 7", ეს არ იწვევს 

არაწინაამღდეგობრიობას: ეს უბრალოდ ნიშნავს, რომ პასუხის გამცემელს აქვს ერთზე 

ნაკლები სიცრუე. ანალოგიურად,  ასევე მტკიცებულების განმეორება იმის შესახებ, რომ 

”რიცხვი ტოლია 7-ის” არის უფროინფორმატიული, ვიდრე ერთი მტკიცებულება; n + 1 

მტკიცებულებაჭეშმარიტობის გარანტია. მუნდიჩი აჩვენებს, რომ თამაშის თითოეულ ეტაპზე 

არის ორივე კითხვის ცოდნის მდგომარეობა და მტკიცებულება და პასუხის გამცემის 

მტკიცებულება შეიძლება იყოს გამოსახული ფორმულით ლუკასევიჩის k + 2 ნიშნა 

ლოგიკაში. შემკითხველის შემდგომი ცოდნის მდგომარეობა მოცემულია ლუკასევიჩის ორი 

ფორმულის კონიუნქციით. სიტუაცია შეიძლება განზოგადდეს  სიცრუის  უსასრულო 

რაოდენობის დაშვებით, ან შემთხვევითი სიცრუით. შემკითხველის ადაპტირების 

სტრატეგია, ბუნებრივად, მივყავართ შეცდომების გამოსწორებით კოდების თეორიამდე; ჩვენ 

მიუთითებთ [67], [68] შემდგომი ცნობებისთვის. 

 არსებობს ორი სიტუაცია, როცა შემოსაზღვრული ჯამი ბუნებრივად წარმოიქმნება; მე 

პირველ რიგში სტეფანის მადლობელი ვარ, რომ ამისათვის მიმექცია ყურადღებ. პირველი 

სიტუაცია გაჯერებული ლოგიკურ სქემაში.   არსებობს ლოგიკური სქემები, რომლებიც 

გვიბრუნდება როგორც გამოსავალი  ძაბვის ჯამს, რომლებიც მიიღებიან, როგორც შესავალი; 

თვითონ ძაბვებიშეგვიძლია წარმოვადგინოთ, როგორც ჭეშმარიტების მნიშვნელობები. 

როგორც ყველა რეალური ელექტრონული კომპონენტი, ამ ლოგიკურ სქემებს აქვთ 
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გაჯერების დონე, რომელზეც მეტი ან გამოსავალი  არ მატულობს, ან ლოგიკური სქემა მოკლე 

ჩართვაა. 

 მეორე სიტუაცია, თუ დავამატებთ ფიქსირებულ წერტილს კომპიუტერებში. 

ფიქსირებული წერტილის დამატება ეს არის დამატება mod232, ან mod264, რომელიც 

დამოკიდებულია კომპიუტერზე. ის იყენებს ნაკლებ რესურს ვიდრე დამატება მცურავი 

წერტილის, მაგრამ ის ექვემდებარება გადიდებას. ვინაიდან გადიდება იწვევს ავარიას, 

შეგვიძლია შევეცადოთ  შევზღუდოთ გაფუჭება ყოველთვის შედეგის შეცვლით 

პოტენციალურად სახიფათო გამოსახვადი მაქსიმალური რიცხვის (232 - 1, ან 264 - 1) 

დამატებით. 

 

2.5.1 ბოჩვარისა და კლინის სისტემები 

ბოჩვარისა და კლეინის ორივე სამნიშნა სისტემებია. 0 და 1-ის გარდა, რომლებიც აღნიშნავენ 

მცდარობას და ჭეშმარიტობას, მათ აქვთ მესამე მნიშვნელობა 2. იმ დროს როდესაც 

ლუკასევიჩის მესამე მნიშვნელობა აღნიშნავს შესაძლებლობას ან ჯერ კიდევ 

განუსაზღვრელს, ბოჩვარის თვალსაზრისით იგი პარადოქსულია, ან უაზრობაა. ნებისმიერი 

რთული წინადადება, რომელიც მოიცავს თავის თავში უაზრო ნაწილს, თვითონ არის უაზრო, 

და, მაშასადამე, გვაქვს ჭეშმარიტობის ცხრილები 

 ბოჩვარის სისტემები იყო შემოთავაზებული [11]-ში, როგორც გზა ავიცილოთ 

ლოგიკური პარადოქსები, კერძოდ, რასელის პარადოქსი. უფრო ღრმა ანალიზი და 

დამატებითი ცნობები მოყვანილია [81, §2.4]-შიდა [104, §1.6]-ში. 

[51], [52] -ში, კლინი განიხილავს მნიშვნელობა 2-ს როგორც განუზღვრელობას, იგივე 

აზრით, როგორც ტიურინგის მანქანა, რომელიც არჩერდება კონკრეტულ შესავალზე, 

შეგვიძლია განვიხილოთ, რომელიც იძლევა განუსაზღვრელ შედეგს. ორი თვალსაზრისია 

შესაძლებელი. პირველი შესაძლებლობა: ითვლება, რომ განუსაზღვრელი ნაწილობრივი 

გამომავალი ქმნის ყველა გაანგარიშებებს გლობალურად განუსაზღვრელს. ამ გაგებით, 

ვღებულობთ ბოჩვარის ჭეშმარიტობის ცხრილს: კლინი უწოდებს "სუსტკავშირებს" ამ გზით 

განსაზღვრულ კავშირებს. მეორე შესაძლებლობა: ვღებულობთ, რომ გამოთვლებმა შეიძლება 

მიიღოს გლობალური მნიშვნელობა, თუნდაც ზოგიერთ ქვეგამოთვლებში გლობალური 

განუზღვრელობაა. ამ შემთხვევაში, კლინის შემოთავაზება, რომელსაც ის უწოდებს "ძლიერ 

კავშირებს". 
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იმპლიკაციის ცხრილი არ გამომდინრეობს კავშირების ცხრილიდან, დამატებითი პირობა 

დაკავშირებისას, მაგრამ პირდაპირ არის ნაჩვენები. კლეენი განსაზღვრავს კლასიკურ i→ j- ს, 

როგორც ¬i∨j, ე.ი., იგი განიხილავს გამოთვლას i→ j წარმატებულად, თუ ან j არის 

წარმატებული, ან i არის წარუმატებელი, წარუმატებელია, თუ i არის წარმატებული და j 

წარუმატებელი, და ყველა სხვა შემთხვევაში არის განუსაზღვრელი. იხილეთ [81], [104], ასევე 

კლინის ორიგინალური ნაშრომები; იხილეთ აგრეთვე [5] კლინის ძირითადი ალგებრის 

თეორიისათვის.  

2.5.2 გეოდელის სისტემა 

ვთქვათ 𝐺𝑛 არის მატრიცა 𝐺𝑛 = (𝐼𝑛, {1}) ენაში (∨, ∧, →, ¬, 0, 1). აქ ∨, ∧ არის მაქსიმუმი და 

მინიმუმი ფუნქციები ჩვეულებრივიდ 𝐼𝑛-დან. იმპლიკაცია → იძლევა შეუღლებას ∧-თვის, 

როგორც მაგალითში 2.4.2,იმ დროს როდესაც ¬i არის i → 0. ცალსახად,

𝐺𝑛 შეიძლება იყოს გაფართოებული უსასრულო მატრიცამდე ჩანაცვლების გზით 𝐼𝑛 

ნებისმიერი უსასრულო ქვესიმრავლით ნამდვილი ინტერვალიდან [0, 1], არ იცვლება 

განსაზღვრული კავშირები. ნებისმიერი ასეთი ორი გაფართოება იძლევა იგივე 

განსაზღვრული ფორმულების სიმრავლეს [24, თეორემა 4]; სიზუსტისათვის, ჩვენ 

განვიხილავთ სიმრავლეს 𝐺 = (𝐼, {1}). 

განვიხილოთ ზოგიერთ აქსიომატიზაციას პროპოზიციული აღრიცხვისათვის IPC, 

ისეთი როგორიცაა კლინის [52] 
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ნებისმიერი თეორემა IPC სამართლიანია ყველა𝐺𝑛-ში და ასევე 𝐺– ში. მეორეს მხრივ, 

გეოდელმა დაამტკიცა [34]-ში, რომ არცერთი სასრული მატრიცა არ არის ზუსტად 

ადეკვატური, ოპერაციისათვის 𝐶𝐼𝐶𝑃  (𝐶𝐼𝐶𝑃 განისაზღვრება შემდეგნაირად: A ∈𝐶𝐼𝐶𝑃 (Γ) მმმ A 

გამოიყვანება Γ – დან Ax1 – Ax10– ით და მოდუს პონენსის საშუალებით). გეოდელის 

მტკიცებულებად ასევე შეიძლება იყოს სავარჯიშო  [17, გვ. 145]-ში. [24] -ში და მეტი 

ახასიათებს ფორმულების სიმრავლეს ჭეშმარიტული G-ში 

(ექვივალენტურია, ყველა𝐺𝑛- ში), როგორც ფორმულების სიმრავლე მიღებული Ax1 – Ax11– 

იდან, სადაც Ax11 არის აქსიომის სქემა, რომელიც გამოხატავს წრფივობას: 

 [48]-ში, იასკოვსკი  აგებს მატრიცების უსასრულო ოჯახს, რომლის შესაბამისი სიმრავლე 

ჭეშმარიტი ფორმულებისა, რომელიც  მიისწრაფის 𝐶𝐼𝐶𝑃(∅)-სკენ. ეს არის კლასიკური  

მაგალითი საინტერესო ფენომენისა: ბევრი სასრულად აქსიომატიზირებადი 

პროპოზიციული ლოგიკები შეიძლება  იყოს აპროქსიმირებადი  სასრულნიშნა ლოგიკების 

მიმდევრობებით(იხ. [4]). იასკოვსკი აგებს ასევე უსასრულო მატრიცას (განსხვავებული IPC-

ის ლინდენბაუმის ალგებრისგან), რომლის ჭეშმარიტი ფორმულების სიმრავლე ემთხვევა 

ინტუიციალისტური ლოგიკის თეორემებს. 

ჩვენ აღვნიშნავთ, რომ ვრონსკის შედეგი[112], არცერთი არსებული მატრიცა არ არის 

მკაცრად ადეკვატური 𝐶𝐼𝐶𝑃-თვის. 

2.5.3  ბელნაპის სისტემა 

ბელნაპის ლოგიკა არის ოთხნიშნა არაწრფივად დალაგებული ლოგიკა [6], [49]. იგი 

განკუთვნილია არასრული ცოდნის გადაწყვეტისათვის და შესაძლოა წინააღმდეგობრივი 

ცოდნაზე დაფუძნებულს. დავუშვათ, კომპიუტერი განკუთვნილია  განხილვისათვის 

საფუძვლიანი ფაქტების შესახებ. დავუშვათ, რომ იგი ინფორმირებს ჭეშმარიტობაზე ან 

მცდარობაზე ამ ფაქტების შესახებ სხვადასხვა აგენტებისგან, თითოეული მათგანი 

გლობალურად დამაჯერებელია, მაგრამ ზოგჯერ არასწორია რაიმე კონკრეტულ 

შემთხვევაში. შეიძლება მოხდეს ისე, რომ კომპიუტერს ჯერ ეუბნებიან, რომ ფაქტი p არის 

ჭეშმარიტი, შემდეგ რომ ის არის მცდარი; ამ სახის წინააღმდეგობა გავრცელებულია ჩვენს 

ყოველდღიურ ცხოვრებაში. სრულყოფილი ბულისებური მსჯელობა, როდესაც 

წინააღმდეგობა  ხვდება, იშლება და იწყებს გამოტანას როგორც ახალი თეორემისა ყოველი  

მტკიცებულებისთვის, რომლის შესახებ იგი შეიძლება ფიქრობდეს; რათქმაუნდა, ეს არ არის 

ის, რასაც ჩვენ ვაკეთებთ და არც ის, რაც გვინდა ჩვენმა კომპიუტერმა გააკეთოს. 

ვთქვათ 4 იყოს სიმრავლე 2 -ის ყველა ქვესიმრავლეებისა; გამარტივების მიზნით, ჩვენ 

ვაფიქსირებთ 4 = {∅, 0, 1, 01}. თუ p არის ფიქსირებული ფაქტი, ე.ი. პროპოზიციული ცვლადი, 

შემდეგ წარმოიქმნება ოთხი შესაძლებლობა: 

• ან კომპიუტერისთვის არის ნათქვამი, რომ p არის ჭეშმარიტი; 

• ან რომ ის მცდარი; 

• ან რომ ის არის ჭეშმარიტი და მცდარი (ვთქვათ ორი განსხვავებული აგენტით, ან 

სხვადასხვა ვითარებაში); 
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• ან კომპიუტერისათვის არაფერი არ უთქვამთ. 

ეს ოთხი შესაძლებლობა შეესაბამება p-სთვის მნიშვნელობის მინიჭებას 4 – დან 

(მნიშვნელობები 1, 0, 01 და ∅,შესაბამისად). თითოეული p, მისი ჭეშმარიტობის 

მნიშვნელობით უნდა გაიზარდოს მიმდევრობის მიხედვით მოცემულია მიახლოებითი 

ცხრილით 

სხვამხრივ, განხილვა შესაბამისი ფაქტების იძლევა ლოგიკურ მესერის 

ასეთნაირად, ცხრილები უარყოფისათვის, დიზიუნქციისათვის და კონიუნქციისათვის არის 

შემდეგი: 

 

 

ბელნაპის ლოგიკის მთავარი თვისება მდგომარეობს დამოკიდებულებაში აპროქსიმაციასა და 

ლოგიკურ მესერს შორის [28], [29], [33]. არ არის განსხვავებული მნიშვნელობები არც 

იმპლიკაციის კავშირი. ლოგიკური გამომდინარეობა არის მეტალინგვისტური: ჩვენ ვამბობთ, 

რომ A-დან ლოგიკურად გამომდინარეობს B, თუ, ყველა სტრუქტურისთვის σ, ჩვენ გვაქვს σ 

(A)≤σ (B) ლოგიკურ მესერში. ამ შემთხვევაში, ჩვენ ვწერთ A ≤ B; ჩვენ ვწერთ A ≡ B, თუ A ≤ B 

და B ≤ A (მაგ., A და B სემანტიკურად ექვივალენტურია). როგორც ∨ და ∧ განსაზღვრულია 

სტანდარტული გზით, ლოგიკური მესერის შესაბამისად, აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ყველა ბულის ექვივალენტობები ფორმულების შორის, რომლებიცარ შეიცავს ¬ ასევე 

სრულდება ბელნაპის ლოგიკაში. კერძოდ, ∨ და ∧ არის ასოციაციური, კომუტაციური და 

ურთიერთ დისტრიბუციული. ადვილი დასანახია, რომ ¬¬A ≡ A და რომ დემორგანის 

კანონები სრულდება. მეორეს მხრივ, არც მესამის გამორიცხვის კანონი A ∨ ¬A ≡ 1 და არც 

მცდარობიდა ყველაფრის გამომდინარეობის კანონი A ∧ ¬A ≤ B ჩვეულებრივ არ არის 

ჭეშმარიტი; რათქმაუნდა, ეს გვხვდება სისტემაში რომელსაც უნდა ჰქონდეს საქმე 

წინააღმდეგობასთან. 



22 
 

3    MV-ალგებრები 

როგორც ჩვენ აღვნიშნეთ შესავალში, ეს ნაწილი არის უფრო მათემატიკურად 

ორიენტირებული, და ჩვენ ვგულისხმობთ უნივერსალური ალგებრის ცოდნას. 

 მის შინაგან ინტერესთან ერთად, ლოგიკის ალგებრაიზაცია იძლევა სასარგებლო 

მეთოდებს. პირველრიგში, ბევრი სისრულის მტკიცებულება ეყრდნობა წარმოდგენის 

თეორემებს ზოგიერთი თავისუფალი ალგებრისათვის. ეს ეხება სამ ლოგიკას 2.4.2 

მაგალითიდან, და ამ ნაწილში ჩვენ ვაჩვენებთ მტკიცებულებას ლუკასევიჩის ლოგიკისათვის. 

მეორე მხრივ, შეიძლება მოიძებნოს ნორმალური ფორმა ფორმულისათვის. ეს ფორმები, უნდა 

ვაღიაროთ მცირეა, მაგრამ ჩვენ უკვე შევხვდით ერთ ასეთ მაგალითს §2.3 ბოლოში, და 

ლუკასევიჩის ლოგიკის შემთხვევაში ჩვენ მოგვყავს მიღებული შედეგი [69] -ში, [75]. მესამეს 

მხრივ, შეგვიძლია დავინახოთ მტკიცებულება, როგორც გამოთვლები ზოგიერთი 

ალგებრებში: ეს ცხადია, მაგალითად, სტაჩნიაკის მიდგომაში რეზოლუციების მიმართ. [80] 

და [10] ძირითადი ცნობები ალგებრული ლოგიკისათვის. 

 ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ ლუკასევიჩის ლოგიკის ალგებრაიზაციას, და 

ვიკვლევთ შესაბამის ალგებრებს (MV- ალგებრებს). MV- ალგებრები შეესაბამება 

ლუკასევიჩის ლოგიკას, როგორც ბულის ალგებრები შეესაბამება კლასიკურ ლოგიკას. ისინი 

ქმნიან საინტერესო მათემატიკური ობიექტების კლასს, რომლებიც ჰქმნიან 

რელევანტურკავშირებს, კლასიკური მათემატიკის არეალში, როგორიცაა დალაგებული 

ჯგუფის თეორია, ფუნქციონალური ანალიზი და ალგებრული გეომეტრია. წიგნი [19] 

წარმოადგენს  სისტემატიურ ანგარიშს ძირითადი შედეგებისა, გაფანტულს ლიტერატურაში. 

3.1 ძირითადი ფაქტები 

გავიხსენოთ, რომ ლუკასევიჩის ლოგიკაში კავშირების სიმრავლე (→, ¬, 1), (→, 0), (⊕, ⊗, ¬, 0, 

1)ურთიერთგამოსახვადია. მთლიანად ამ პარაგრაფში, ჩვენ ვაფიქსირებთ L-ს, რომ ენა იყოს  

(⊕, ⊗, ¬, 0, 1), მსგავსების ტიპის (2, 2, 1, 0, 0). ჩვენ ავღნიშნოთ I- ით აბსტრაქტულ ალგებრას, 

მიღებული მატრიციდან 𝐿= (I, {1}) §2.4-ში {1}-ის მოშორებით, და ენის შეცვლის გზით (→, ¬, 1) 

-დან L– ით. უფრო ზუსტად, I-ს აქვს ბაზისურ სიმრავლედ, სიმრავლე ყველა ნამდვილი 

რიცხვებისა 0-დან 1-მდე, და ოპერაციები განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

i ⊕j = min{i + j, 1} 

i ⊗j = max{i + j −1, 0} 

￢i = 1 −i 

0 = რიცხვი 0 

1 = რიცხვი 1 

გადავწეროთ ლუკასევიჩის აქსიომები §2.4 -დან ტოლობების სახით: 

L1. ￢a ⊕(￢b ⊕a) = 1; 
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 L2. ￢(￢a ⊕b) ⊕(￢(￢b ⊕c) ⊕(￢a ⊕c)) = 1; 

 L3. ￢(￢￢a ⊕ ￢b) ⊕(￢b ⊕a) = 1; 

 L4. ￢(￢(￢a ⊕b) ⊕b) ⊕(￢(￢b ⊕a) ⊕a) = 1. 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ  L1– L4 სრულდება I-ში. 

განმარტება 3.1.1 MV- ალგებრა არის აბსტრაქტული ალგებრა N = (N, ⊕, ⊗, ¬, 0, 1) რომელიც 

აკმაყოფილებს L1– L4 ტოლობებს. ჩვენ ავღნიშნავთ MV-თი ყველა MV- ალგებრის კლასს. 

 

MV- ალგებრები შემოღებული იყო ჩანგის მიერ [15]-ში. MV აღნიშნავს მრავალნიშნას; ეს 

სახელი კარგად არის დამკვიდრებული ლიტერატურაში, მაგრამ,  ეს ალგებრები ეკუთვნის 

ერთ კონკრეტულ ლოგიკას,  რომელსაც აქვს მრავალი მნიშვნელობა კერძოდ: ლუკასევიჩს. 

დავუშვებთ რა a ∨b = (a → b) → b = ¬(¬a ⊕b) ⊕b და a ∧b = ¬(¬a ⊗b) ⊗b, ჩვენ გვაქვს, რომ (N, ∨, 

∧, 0, 1) არის შემოსაზღვრული დისტრიბუტიული მესერი [15], [16]. როგორც ჩვეულებრივ, 

ჩვენ ვწერთ a≤ b, თუ a ∨ b = b. 

 

L1– L4 აქსიომებით მუშაობა არ არის მოსახერხებელი. ჩანგის  ორიგინალური აქსიომები არის 

 

 

უფრო კომპაქტური აქსიომიზაცია შემოტანილი იქნა მანგანისა და მუნდიჩის მიერ[65]: 
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ყოველ MV-ალგებრაში სრულდება: 

 1. დემორგანის კანონი ∨, ∧, ¬-თვის;

 

რადგან ⊕, ⊗, ∨, ∧ ასოციაციური და კომუტატურია, ჩვენ თავისუფლად ვიყენებთ ფორმას 

𝑎1⊕𝑎2⊕· · ·⊕𝑎𝑘 და მათი მსგავსი. ჩვენ ვუშვებთ 0a = 0,  (k + 1)a = a⊕ka და 𝑎0=1, 𝑎𝑘 + 1 = a 

⊗𝑎𝑘. ჩვენ ვამბობთ, რომ a-ს აქვს რიგი k, თუ k  არის ყველაზე მცირე დადებითი რიცხვი 

ისეთი, რომ ka = 1; თუ ასეთი k არ არსებობს, ჩვენ ვამბობთ, რომ  a-ს აქვს უსასრულო რიგი. 

მაგალითი 3.1.2 ჩვენ უკვე შემოვიტანეთ MV- ალგებრა I. მოდით აღვნიშნოთ[0, 1]𝑛   n–

ეულების სიმრავლე რომლის ელემენტები ეკუთვნის [0,1]; [0, 1] 𝜔ეს არის თვლადი 

ელემენტების სიმრავლე რომლის ელემენტებიც ეკუთვნის [0, 1].მაკნოტონის ფუნქცია [0, 1]𝑛-

ზე არის უწყვეტი ფუნქცია f: [0, 1]𝑛→ R, რომლისთვისაც სამართლიანია შემდეგი პირობა:  

არსებობს წრფივი აფინური პოლინომები 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ყოველი 𝑓𝑖 ფორმით 𝑎 𝑖
1𝑥1+ 𝑎 𝑖

2𝑥2+ · · · + 

𝑎 𝑖
𝑛𝑥𝑛+ 𝑎 𝑖

𝑛+1 ზოგიერთი მთელი რიცხვებისათვის 𝑎 𝑖
1,. . . , 𝑎 𝑖

𝑛+1, ისეთია, რომ ყოველი 

σ∈[0, 1]𝑛 -თვის, 1 ≤ i ≤ k– ზე გვაქვს 𝑓(σ) = 𝑓𝑖 (σ). 

მაკნოტონის ფუნქცია [0, 1] 𝜔-ზე არის ფუნქცია g: [0, 1] 𝜔 → R ისეთი, რომ არსებობს 

მაკნოტონის ფუნქცია 𝑓 [0, 1]𝑛-ზე რომლისთვისაც g = f ◦ 𝜌𝑛 (𝜌𝑛 ბუნებრივი პროექციაა: 

[0, 1] 𝜔→ [0, 1]𝑛). დავუშვათ 𝑀𝑛 იყოს ქვესიმრავლე I[0,1]n
 რომლის ელემენტებიც არის 

მაკნოტონის ფუნქციები [0, 1]𝑛 − ზე. ადვილი დასანახია, რომ 𝑀𝑛  ფაქტიურად არის 

ქვეალგებრა, შესაბამისად  MV- ალგებრა. ანალოგიურად 𝑀𝜔 არის MV- ალგებრა ყველა 

მაკნოტონის ფუნქციისათვის [0, 1] 𝜔 − ზე რომლის მნიშვნელობები ეკუთვნის [0, 1]-ს. 

დავუშვათ, რომ 0 და 1 არის ფუნქციები, დომეინი არის [0, 1]𝑛 ან [0, 1] 𝜔 კოდომეინი 

კონტექსტის მიხედვით, რომლის მნიშვნელობაცაა შესაბამისად 0 ან 1.  
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 𝐹𝑂𝑅𝑀𝑛(L) იყოს FORM (L)-სქვესიმრავლე, რომლის ელემენტებიც აგებულია მხოლოდ 

პროპოზიციული სიმბოლოებით 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛. ჩვენ ვაიგივებთ FORM (L) ტერმების 

სიმრავლესთან  MV- ალგებრის ენაზე; როდესაც ჩვენ გვაქვს A ∈𝐹 𝑂𝑅𝑀𝑛(L), მას აღვიქვამთ  

როგორც ტერმი, ჩვენ ვცვლით თავისუფალ ცვლადებს 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 მოცემული 

ცვლადებისათვის 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛. ჩვენ ასევე ვაიგივებთ სივრცეს ყველა სტრუქტურას [0, 1] 𝜔 −

სთან. თუ A არის ფორმულა, მაშინ A ინდუცირებს ასახვას A:[0, 1] 𝜔 → [0, 1] ბუნებრივი 

გზით: A (σ) = σ (A). თუ A ∈𝐹 𝑂𝑅𝑀𝑛(L), მაშინ σ (A)-ს მნიშვნელობა არ იცვლება, როცა 

იცვლება σ(q)-ს მნიშვნელობა, როცა q ∉{𝑝1, . . . , 𝑝𝑛}. აქედან გამომდინარეობს, რომ A-ს 

მიმართ, სივრცე ყველა სტრუქტურებისა იდენტიფიცირდება n-კუბთან და ჩვენ შეგვიძლია 

განვიხილოთ A როგორც ფუნქცია A: [0, 1]𝑛 → [0, 1]. უბრალო ინდუქციით A-ს სირთულის 

მიმართ გვიჩვენებს, რომ A იგულისხმება მაკნონტონის ფუნქციათ, ე. ი. ,𝑀𝜔 ან 𝑀𝑛-ის 

ელემენტია, შესაბამისად. 

 A, B∈FORM(L)-თვის ჩვენ ვწერთ A ≡ B, თუ ტერმების ტოლობა A = B სრულდება 

ყველა MV- ალგებრაში; ეკვივალენტურია, ტოლობა A = B გამოიყვანება L1– L4, C1–C11, M1–

M8-დან აღრიცხვის წესების გამოყენებით. მიმართება ≡ არის კონგრუენცია და 𝐹𝜔= FORM(L)/≡ 

და 𝐹𝑛= 𝐹𝑂𝑅𝑀𝑛(L)/≡ არის თავისუფალი MV- ალგებრები შესაბამისად  ω და n 

წარმომქნელებით. ფუნქცია (A/≡) ⟼A არის MV- ალგებრების ჰომომორფიზმი, ან 𝐹𝜔-დან 𝑀𝜔- 

ზე, ან 𝐹𝑛- დან 𝑀𝑛- ზე. 

დავწეროთ 𝐶𝐿𝑃𝐶, გამომდინარეობის ოპერაციისათვის, ინდუცირებული აქსიომათა სქემებით 

Ax1–Ax4 §2.4-დან, გამოყვანა მოდუს პონენსი. ლუკასევიჩის უსასრული აღრიცხვის  

სისრულის თეორემა გამოისახება ნებისმიერ შემდეგ ფორმაში: 

L არის სუსტად ადეკვატური 𝐶𝐿𝑃𝐶; 

A ≡ 1 მაშინ და მხოლოდ მაშინ. როცა A = 1; 

ყოველი n- სთვის, ჰომომორფიზმი(A/≡) ⟼A: 𝐹𝑛→ 𝑀𝑛  არის ინექციურია; 

4. ჰომომორფიზმი(A/≡) ⟼A: 𝐹𝜔→ 𝑀𝜔 არისნინექციური; 

A ≡ B მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა  A = B; 

𝐹𝜔 მიეკუთვნება MV-ს ქვემრავალსახეობას წარმოქმნილს I-თი; 

I წარმოქმნის  MV-ს. 

 როგორც აღინიშნა § 2.4 – ში, არსებობს რამდენიმე სხვადასხვა მტკიცებულება ამ 

მტკიცებებისა. ჩვენ მოგაწვდით ჩანგის დამტკიცება (6)-ს [16]-დან. პირველ ნაბიჯად, ჩანგი 

აჩვენებს, რომ ყოველი MV- ალგებრა არის ქვეპირდაპირი ნამრავლი წრფივად დალაგებული 

MV- ალგებრებისა (ჩვენ ვნახავთ ამას §3.2). ეს დაიყვანება მტკიცებულებამდე, რომ ყოველი 

წრფივად დალაგებული MV- ალგებრა მიეკუთვნება MV-ს ქვემრავალსახეობას წარმოქმნილს 

I-თი, ე. ი.  ყველა ჭეშმარიტი ტოლობა I– ში, ასევე სამართლიანია ყოველი წრფივად 

დალაგებული  MV- ალგებრაში. 
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განსაზღვრება 3.1.3 წრფივად დალაგებული აბელის ჯგუფი (ℓ-ჯგუფი) არის ალგებრა (G, +, -, 

0, ∨, ∧) ისეთი რომ (G, +, -, 0) არის აბელის ჯგუფი, (G, ∨, ∧) არის მესერი და სრულდება 

ტოლობა  a + (b∨ c) = (a + b) ∨ (a + c). წრფივად დალაგებული აბელის ჯგუფი (o-ჯგუფი) არის 

ℓ-ჯგუფი, რომელშიც მესერი არის წრფივი. ℓ ჯგუფი G-ს მკაცრი ერთეული არის ელემენტი 

u> 0 G-დან ისეთი, რომ ყველა a∈G– სთვის არსებობს m∈N  a≤ mu პირობით.  

კარგად ცნობილია [107] რომ: 

a. ყველა უნივერსალური ფორმულა (+, -, 0, ∨, ∧) ენაში, რომელიც მართებულია Q– ში, 

სამართლიანია ყველა o–ჯგუფში. 

ჩანგის ფუნდამენტური იდეაა ასოცირებულია: 

b. ყველა წრფივად დალაგებულ MV- ალგებრა N-ს შეესაბამება წყვილი (𝐺𝑁, 𝑢𝑁), სადაც 𝐺𝑁 

არის o-ჯგუფი, ხოლო 𝑢𝑁 მკაცრი ერთეულია 𝐺𝑁-დან; კერძოდ, (R, 1) შეესაბამება I-ს;  

 

c. ყოველ ტოლობას A = B MV- ალგებრის ენაში თავისუფალი ცვლადებით 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 

შეესაბამება კვანტორიანი ფორმულა 𝜙𝐴𝐵(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, y) ℓ– ჯგუფის ენაში; ისეთნაირად, რომ: 

d. N |= ∀𝑥1. . . ∀𝑥𝑛 (A = B) მმმ, როცა 𝐺𝑁|= ∀𝑥1. . . ∀𝑥𝑛𝜙𝐴𝐵 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢𝑁). 

დავუშვათ A = B  იყოს ნებისმიერი ტოლობა MV- ალგებრის ენაში, თავისუფალი ცვლადებით 

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, ვთქვათ Nიყოს წრფივად დალაგებული MV- ალგებრა, და დავუშვათ I |= ∀𝑥1, . . . , 

𝑥𝑛 (A = B). მაშინ ჩვენ გვაქვს: 

R|= ∀𝑥1. . . ∀𝑥𝑛  𝜙𝐴𝐵 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 1), (b) და (d)-ს გამოყენებით; 

Q|= ∀𝑥1. . . ∀𝑥𝑛  𝜙𝐴𝐵 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 1), ვინაიდან Q არის R-ის ℓ ქვეჯგუფი;  

Q|= ∀𝑥1. . . ∀𝑥𝑛 ∀y(0 <y→  𝜙𝐴𝐵(𝑥1,. . . , xn, y)), რადგანაც, ყოველი 0 < c ∈Q,  არსებობს Q-ს 

ავტომორფიზმი, რომელიც ასახავს 1–ს c-ში; 

𝐺𝑁|= ∀𝑥1. . . ∀𝑥𝑛∀y(0 <y→  𝜙𝐴𝐵(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, y)), (a)-ს გათვალიწინებით; 

𝐺𝑁|= ∀𝑥1. . . ∀𝑥𝑛 𝜙𝐴𝐵 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢𝑁); 

N |= ∀𝑥1. . . ∀𝑥𝑛 (A = B), (d)-ს გათვალისწინებით. 

 აქედან გამომდინარეობს, რომ A = B– ს სამართლიანობიდან  I-ში გამომდინარეობს A = 

B– ს სამართლიანობა N– ში, რაც არის, რისი დამტკიცებაც გვინდოდა.  

 სისრულის თეორემის ძალით, ჩვენ შეგვიძლია შევამოწმოთ, ტოლობა სრულდება 

ყოველ MV- ალგებრაში მისი I-ში შემოწმებით. ეს კარგად მოწმდება ბულის ალგებრების 

შემთვევაში, სადაც ჩვენ ვამოწმებთ ტოლობას 2-ში. ვინაიდან მაკნოტონის ფუნქციები 

უწყვეტია, ჩვენ შეგვიძლია ფაქტიურად შევამოწმოთ ტოლობები I-ს ქვეალგებრაში, რომლის 

ელემენტები რაციონალური რიცხვებია 0 დან 1-მდე. კარგი შემთხვევაა, როცა 

ტავტოლოგიების პრობლემების გამოთვლის სირთულე   არ არის ზრდადი: 𝐶𝐿𝑃𝐶 (∅) = 𝐶𝐿 (∅)  

არის co-NP სისრულის [66]. 
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კიდევ ერთხელ სისრულეზე,  ცნობილია, რომ 𝐹𝑛და 𝐹𝜔 არიან შესაბამისად 𝑀𝑛 და 𝑀𝜔 

ქვეალგებრები. სინამდვილეში, რაღაც უფრო ძლიერი ხდება: მაკნოტონის თეორემის [59] 

ეფეკტი მდგომარეობს იმაშია, რომ ჩადგმა (A/ ≡) ⟼A არის სურექცია, ისე რომ 𝑀𝑛 და 𝑀𝜔 

არიან იზომორფულები თავისუფალი MV- ალგებრებისა n და ω წარმომქმნელებით. ეს 

საშუალებას გვაძლევს თავისუფლად გავაიგივოთ ფორმულა A მისი ეკვივალენტობის 

კლასთან (A/≡) და A ფუნქციით; ჩვენ გავაკეთებთ ამას შემდგომში. 

 [65] -ში, მუნდიჩი აფართოებს შესაბამისობას N ⟼ (𝐺𝑁, 𝑢𝑁) ნებისმიერ  MV- 

ალგებრებზე. 

 განმარტება 3.1.4 დავუშვათ G, H ℓ ჯგუფებია,  u არის G- ს ფიქსირებული მკაცრი 

ერთეული და v არის H-ის მკაცრი ერთეული. ხოლო უნიტალური ჰომომორფიზმი ϕ: (G, u) → 

(H, v) არის ℓ-ჯგუფის ჰომომორფიზმი ϕ: G → H ისეთი, რომ ϕ(u) = v. 

მკაცრი ერთეულებიანი ℓ-ჯგუფების კატეგორია არის კატეგორია, რომლის ობიექტებია 

ყველა წყვილი (G, u), სადაც G არის ℓ-ჯგუფი და u მისი მკაცრი ელემენტი, და რომლის 

მორფიზმები არის უნიტალური ჰომომორფიზმები. 

წინადადება 3.1.5 [65, თეორემა 2.5] დავუშვათ (G, u) არის ℓ ჯგუფის მკაცრი ერთეუილი u-თი. 

ვთქვათ, Γ(G, u) არის სტრუქტურა 

Γ (G, u) = ([0, u], ⊕, ⊗, ¬, 0, 1) 

განსაზღვრული შემდეგნაირად: 

[0, u] = {a ∈G : 0 ≤ a ≤ u} 

a ⊕b = (a + b) ∧u 

a ⊗b = (a + b − u) ∨0 

¬a = u − a 

0 = ადიციური აღნიშვნა 0-ს G-დან 

1 = u 

 

მაშინ Γ (G, u) არის MV- ალგებრა, და მესერის დალაგება ინდუცირებული MV-ს 

ოპერაციებით ემთხვევა G ℓ ჯგუფიდან გადმოსულს მემკვიდრეობით. ვთქვათ ϕ: (G, u) → (H, 

v) იყოს უნიტალური ჰომომორფიზმი და ვთქვათ 𝛤𝜙 იყოს 𝜙 შეზღუდვა [0, u]-ზე. მაშინ 

გამოსახულება 𝛤𝜙 იმყოფება [0, v]-ში, და 𝛤𝜙:Γ (G, u)→Γ (H, v) არის MV- ალგებრის 

ჰომომორფიზმი. 

მაგალითი 3.1.6. სიმრავლე M [0, 1] 𝑛ყველა მაკნოგტონის ფუნქციებისა [0, 1] 𝑛–ზე არის 

ჯგუფი R [0, 1] 𝑛-ის ℓ– ქვეჯგუფი, და 1 არის მისი მკაცრი ერთეული. ჩვენ გვაქვს 𝑀𝑛 = Γ (M 

[0, 1] 𝑛, 1). ანალოგიურად, სიმრავლე M [0, 1] 𝜔ყველა მაკნოგტონის ფუნქციებისა[0, 1] 𝜔-ზე 

არის ℓ ჯგუფი და 𝑀𝜔 = Γ (M [0, 1] 𝜔, 1). 

მაგალითი 3.1.7 ვთქვათ Z⊕lexZ იყოს o- ჯგუფი, რომლიც აბელის ჯგუფი არის  ორი Z-დან 

ასლის პირდაპირი ჯამი ლექსიკოგრაფიული დალაგებით: 
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(a, b) ≤ (c, d) მმმ (a < c ან (a = c დაb ≤ d)). 

ჩანგის ალგებრა არის MV- ალგებრა C= Γ(Z ⊕lexZ, (1, 0)) [15, გვ. 474]. C -ს დალაგების ტიპი 

შედგება ნატურალური რიცხვების ორი ასლისგან შეერთებული პირისპირ: 

(0, 0) <(0, 1) <(0, 2) <· · · <(1, −2) <(1, −1) <(1, 0). 

C არის პროტოტიპი მაგალითისა  არამარტივი წრფივად დალაგებული MV- ალგებრისა (იხ. . 

§3.2). ელემენტი (0, 1) წარმოქმნის C- ს, რომელიც ამიტომ არის 𝑀1 ფაქტორი. 

თეორემა 3.1.8 [65, თეორემა 3.9] Γ ფუნქტორი არის სრული, მართებული და წარმოდგენადი 

(ე.ი. კატეგორიული ექვივალენტურობა) ℓ-ჯგუფების მკაცრი ერთეულით კატეგორიისა და 

MV- ალგებრის კატეგორიას შორის. კერძოდ ყოველი N MV- ალგებრისთვის  ერთადერთი 

არსებობს უნიტალური ℓ-ჯგუფი, მკაცრი ერთეულით (𝐺𝑁, 𝑢𝑁) ისეთი, რომ N არის 

იზომორფული Γ (𝐺𝑁, 𝑢𝑁)-ის . თუ N არის თვლადი, მაშინ 𝐺𝑁-იც არის თვლადი. 

 Γ ფუნქტორი გვაძლევს საშუალებას გადავთარგმნოთ ფაქტები და ამოცანები MV- 

ალგებრებიდან ℓ-ჯგუფებზე და პირიქით. 

ტექნიკა ერთ ველიდან  შეიძლება იყოს გადატანილი  მეორეზე და, ვინაიდან ℓ-ჯგუფებს 

აქვთ შესაბამისი კავშირები ანალიზთან (მართლაც, ტიპიური ℓ-ჯგუფები არის უწყვეტი 

ფუნქციების ჯგუფები) ეს შესაბამისობა შეიძლება იყოს უფრო გაფართოვებული. როგორც 

მაგალითი ამ დამოკიდებულებისა, ჩვენ ვუთითებთ [70], სადაც ყველა 𝐶∗–ალგებრები, 

რომლის ჯგუფი 𝐾0 არის მესერულად დალაგებული და რომელიც არის ზღვარი სასრული 

განზომილების 𝐶∗ -ალგებრების მიმდევრობებისა, იყო კლასიფიცირებული MV- ალგებრის 

დახმარებით. 

3.2 იდეალები და წარმოდგენები 

ვთქვათ N იყოს MV-ალგებრა. N-ის იდეალი არის N-ის ქვესიმრავლე J, რომელიც შეიცავს 0-ს, 

ჩაკეტილია ⊕ მიმართ, და ისეთი, რომ თუ a ≤ b ∈ J მაშინ a ∈J; J არის საკუთრივი, თუ J ≠ M. 

დუალურად,  N-ის ფილტრი არის N-ის ქვესიმრავლე F რომელიც შეიცავს 1, ჩაკეტილია ⊗ 

მიმართ, და ისეთი, რომ თუ a≥ b ∈ F მაშინ a∈ F. რათქმაუნდა, J არის იდეალი მმმ {¬a : a ∈J} 

არის ფილტრი და პირიქით. ასევე ადვილი დასანახია, რომ F არის ფილტრი მმმ F არის 

ჩაკეტილი მოდუს პონუსის მიმართ (თუ a, a → b ∈F, მაშინ b ∈F) და შეიცავს 1; ამიტომ, 

ფილტრები შეესაბამება თეორიებს უსასრულო-ნიშნა აღრიცხვას. როგორც ჩვეულებრივ, 

ყოველი იდეალი J შესაბამება კონგრუენციას ∼𝐽 

a ∼ 𝐽 b მმმ ¬(a ↔ b) = (a ⊗ ¬b) ∨(b ⊗ ¬a) ∈J 

და 0-ის ექვივალენტობის კლასი ნებისმიერი კონგრუენციისა არის იდეალი. ჩვენ ვწერთ N / J 

N-ის ბუნებრივი ეპიმოორფიზმია ასახვა a ⟼ a / J = a / ∼J. 

 თუ X არის N- ის ნებისმიერი ქვესიმრავლე, მაშინ ფილტრი �̅� წარმოქნილი X- გან არის 

გადაკვეთა ყველა ფილტრებისა, რომლებიც  შეიცავს X-ს. ძნელი არ არის იმის დანახვა, რომ �̅� 

ემთხვევა სიმრავლეს ყველა იმ ელემენტებისა a∈ N– დან, რომლისთვისაც არსებობს 𝑏1, 𝑏2, . . . 

, 𝑏𝑟∈X (არ არის აუცილენლად განსხვავებული) 𝑏1⊗𝑏2⊗ · · · ⊗𝑏𝑟≤ a პირობით. თუ ამას 
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გადავიყვანთ ლუკასევიჩის აღრიცხვის ტერმებში, ჩვენ ვღებულობთ უსასრულო-

მნიშვნელობთა ვერსიებს დედუქციის თეორემისა [82, თეორემა 2.2]: 

𝐴1, . . . , 𝐴𝑟⊢B მმმ⊢(𝐴1 ⊗ · · · ⊗ 𝐴𝑟)𝑡→ B რომლისთვისაც t ≥ 1. 

ვთქვათ J არის N MV- ალგებრის საკუთრივი იდეალი. J არის მაქსიმალური, თუ ის არ არის 

საკუთრივი ქვესიმრავლე რაიმე შესაბამისი იდეალის . J არის მარტივი, თუ ნებისმიერი 𝐽1, 𝐽2 

იდეალებისთვის, თუ J = 𝐽1∩ 𝐽2,  მაშინ J =𝐽1 ან J = 𝐽2. 

წინადადება 3.2.1დავუშვათ  N, J არის ისეთი როგორიც არის ზემოთ მოცემული. 

1.  შემდეგი მტკიცებები ექვივალენტურია: 

ა. J მარტივია; 

ბ. ნებისმიერი,  a, b ∈N, ¬a ⊗b ∈J ან a ⊗ ¬b ∈J; 

გ. a ∧b∈J -დან გამომდინარეობს  a ∈J ან b ∈J; 

დ. N / J არის წრფივად დალაგებული; 

ე.იდეალების  სიმრავლე , შეიცავენ J-ს, წრფივად  დალაგებულია ჩართვის მიმართ. 

2. შემდეგი მტკიცებები ექვივალენტურია: 

ვ. J არის მაქსიმალური; 

ზ. თუ a ∉ J, მაშინ არსებობს k ∈ N ისეთი, რომ(¬𝑎) 𝑘∈ J; 

თ. N / J არის იზომორფული I-ს ქვეალგებრისა . 

 [16, ლემა 2] -ში, ჩანგი ამტკიცებს, რომ იდეალი, რომელიც არის გამომდინარე 

მაქსიმალური თვისებებიდან დაკავშირებით რომელიღაც ელემენტის N-იდან 

გამორიცხვასთან, არის მარტივი. ცორნის ლემით, ეს მოითხოვს, რომ გადაკვეთა ყველა 

მარტივი იდეალებისა ტოლია 0-ის,და ამრიგად, N შეიძლება ჩადგმული იყოს  ∏  {𝑁/𝑃 ∶

 p არის N − ის მარტივი იდეალი }. ეს არის  MV- ალგებრის წარმოდგენა, როგორც წრფივად  

დალაგებული MV- ალგებრის ქვეპირდაპირი ნამრავლისა, რომელზედაც ჩვენ ვეყრდნობით 

სისრულის თეორემის დასამტკიცებლად. თუ N-ს  ყველა მაქსიმალური იდეალების 

თანაკვეთა ტოლია 0-ის, მაშინ წინადადება 3.2.1 (2) გამოყენებით ჩვენ ვიღებთ N-ის 

წარმოდგენას როგორც ქვეპირდაპირი ნამრავლისა ქვეალგებრისა I-დან; ჩვენ 

ჩამოვაყალიბებთ ამას წინადადებაში 3.2.3 (3)-ში. 

 [21] -ში, დი ნოლამ აჩვენა, რომ ყოველი MV- ალგებრა არის ”შავ – თეთრი სურათების” 

ალგებრისა შესაძლოა უსასრულოდ მცირე ნაცრისფერი დონით: 

თეორემა 3.2.2 ყოველი MV- ალგებრისათვის N  არსებობს სიმრავლე X და არასტანდარტული 

ნამდვილ რიცხვთა ინტერვალი 𝐼 ∗ისეთი, რომ N არის ფუნქციების  X →𝐼 ∗ალგებრა. 
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ნებისმიერი იდეალისთვის J, Rad J იყოს  ყველა მაქსიმალური იდეალების თანაკვეთა, 

რომლებიც შეიცავენ J-ს. ცნობილია, რომ Rad J = {a: a ⊗ (ka) ∈ J ყოველიk ≥ 1-ისთვის}. ჩვენ 

ვამბობთ, რომ N არის: 

• მარტივი, თუ 0 არის ერთადერთი საკუთრივი იდეალი; 

• ნახევრად მარტივი, თუ Rad 0 = 0; 

• ჰიპერარქიმედიული, თუ ყველა  N-ის ფაქტორი არის ნახევრად მარტივი (ე.ი.Rad J = J 

ყოველი J იდეალისთვის); 

• სრულია, თუ (N, ∨, ∧, 0, 1) არის სრული, როგორც მესერი.  

ელემენტი a ∈ N დამატებადია (მაგ., ¬a ∨ a = 1) მმმ a ⊕ a = a. როგორც პოსტის ალგებრის 

შემთხვევაში, ჩვენ ავღნიშნეთ C (N)-ით ბულის ალგებრას ყველა დამატებადი ელემენტებისა 

N-დან. 

თეორემა 3.2.3 ვთქვათ N იყოს MV-ალგებრა. 

1.  შემდეგი ექვივალენტურებია: 

a. N არის მარტივია; 

b. ყოველი არანულოვან ელემენტს N-დან აქვს სასრული რიგი; 

c. N არის I-ს ქვეალგებრა. 

2. შემდეგი ექვივალენტურებია: 

d. N არის ჰიპერარქიმედიული; 

e.მარტივი და მაქსიმალური იდეალი N ემთხვევა; 

f. ყოველი a ∈ N-თვის, არსებობს n ისეთი, რომ  na∈ C (N). 

3. შემდეგი ექვივალენტურებია: 

g. N არის ნახევრად მარტივი; 

h. N წარმოადგენს I-ს ქვეალგებრების ქვეპირდაპირ ნამრავლს; 

j. N არის რომელიღაც სრული  MV- ალგებრის ქვეალგებრა. 

4. (a)-დან გამომდინარეოს (d), და (d)-დან გამომდინარეობს (g), მაგრამ პირიქით არა. 

5. თუ N არის წრფივად დალაგებული, მაშინ ყველა პირობა (a) - (j) ექვივალენტურია. 

დამტკიცება. (1) გამომდინარეობს წინადადებიდან 3.2.1 (2). (e) ⇒ (d) ნათელია, მაშინ, 

როდესაც (d) ⇒ (e) გამომდინარეობს (a) და (e) ქვეპუნქტების ექვივალენტობით წინადადებაში 

3.2.1 (1). ექვივალენტობა(e) და (f) ცოტათი არის გაფანტული  ლიტერატურაში; მარტივი 

მტკიცებულება შეიძლება იყოს მიღებული Γ ფუნქტორის შენახვის თვისების გამოყენებით [7, 
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თეორემა 14.1.2]; აგრეთვე [103]. ჩვენ უკვე განვიხილეთ ექვივალენტობა (g) ⇐⇒ (h); 

ექვივალენტობა (j)-სთან დამტკიცებულია [50] -ში. ნათელია, რომ (a)-დან გამომდინარეობს 

(d), რომლიდანაც თავის მხრივ გამომდინარეობს (g). I-ს ორი ასლის პირდაპირი ნამრავლი არ 

არის მარტივი ჰიპერარქიმედიული ალგებრა, იმ დროს როდესაც 𝑀1არის ნახევრად მარტივი 

(h)-ის მიხედვით, და არა ჰიპერარქიმედიული (ჩანგის ალგებრა 3.1.7 მაგალითიდან  არის 𝑀1-

ის არა მარტივი ფაქტორი). და ბოლოს, დავუშვათ, რომ N არის წრფივად დალაგებული და 

ნახევრად მარტივი. მაშინ იდეალები 0-ზე ზემოთ ქმნიან ჯაჭვს წინადადებით 3.2.1 (1). 

ვინაიდან N არის ნახევარად მარტივი, 0 არის მაქსიმალური იდეალი.□ 

3.3 თავისუფალი MV- ალგებრა 

 

ნებისმიერი MV- ალგებრა N-სთვის, მისი სპექტრი SpecN არის მისი ყველა მარტივი  

იდეალების სიმრავლე,  სადაც განსაზღვრული ჰულ-კერნის ტოპოლოგია: U ⊆SpecN 

სიმრავლის ჩაკეტვა  არის {p ∈SpecN: p ⊇⋂ 𝑈 }. MaxSpecN არის SpecN-ის ქვესივრცე, რომლის 

წერტილებიც არის მაქსიმალური იდეალები. შემგომ,  κ იცვლება სიმრავლეში {1, 2, 3,. . . , ω}.  

[65,წინადადება 8.1] სივრცე [0, 1] κ არის MaxSpec𝑀𝜅 ჰომომორფული σ⟼ {A ∈𝑀𝜅:A(σ) = 0} 

ასახვით; ჩვენ შეგვიძლია ჩავვწერთ A∈σ  A(σ)= 0-თვის. U ⊆[0, 1] κ-თვის, ჩვენ ავღნიშნავთ 

A|U ფუნქცია A ∈𝑀𝜅 შეზღუდვას U -ზე, ხოლო 𝑀𝜅|U-თი MV- ალგებრა {A | U: A ∈𝑀𝜅}. როგორც 

იყო მოსალოდნელი 𝑀𝜅|U არის იზომორფული 𝑀𝜅 / ⋂ U;𝑀𝜅-ს ყველა ნახევრადმარტივი 

ფაქტორებს აქვთს ასეთი სახე. 

 ახლა ჩვენ შეიძლება დავახასიათოთ ქვესიმრავლე Γ ⊆FORM(L)-დან, რომელთათვისაც 

სისრულის თეორემა სრულდება მკაცრი ფორმით:: 

𝐶𝐿𝑃𝐶 (Γ) = 𝐶𝐿 (Γ). 

ვთქვათ 𝐽𝛤 არის იდეალური 𝑀𝜔-დან წარმოქმნილი {¬B : B ∈Γ}-დან; მაშინ A ∈𝐶𝐿𝑃𝐶 (Γ) ნიშნავს, 

¬A ∈𝐽𝛤. მეორეს მხრივ, ჩვენ გვაქვს 

    A ∈𝐶𝐿 (Γ) მმმ ∀σ∈[0, 1] ω (σ (Γ) ⊆ {1} ⇒σ (A) = 1) 

მმმ ∀σ∈[0, 1] ω (σ (𝐽𝛤) ⊆ {0} ⇒σ (¬A) = 0) 

       მმმ ∀σ∈MaxSpec𝑀𝜔 (σ⊇𝐽𝛤. ⇒ ¬A ∈σ) 

მმმ ¬A ∈Rad (𝐽𝛤.). 

 

ასე, რომ მკაცრი სისრულის თეორემა სამართლიანია იმ Γ -სთვის, რომლებისთვისაც 𝐽𝛤= Rad 

(𝐽𝛤), ე.ი. იმათვის რომლისთვისაც 𝑀𝜔 / 𝐽𝛤 ნახევრად მარტივია. კერძოდ, ეს სრულდება  თუ Γ 

არის სასრული [47, გვ. 84].  

მაგალითი 3.3.1 როგორც ჩვენ ავღნიშნეთ §2.4-ში, a ⊕a = a დამატებით MV- ალგებრების 

აქსიომებს გვაძლევს MV-ს ქვემრავალსახეობას, რომელიც ემთხვევა ბულის ალგებრების 
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მრავალსახეობას. ყველა ბულის ალგებრა არის ნახევრად მარტივი და ჰიპერარქიმედიული, 

და სრულდება მკაცრი სისრულის თეორემა. 

 Γ ფუნქტორი ინახავს იდეალების მესერს ℓ-ჯგუფში მკაცრი ერთეულით (G, u). 

ცნობილი ფაქტის მიხედვით ℓ ჯგუფის თეორიიდან   [7], ყოველი MV- ალგებრას აქვს 

კომპაქტი, 𝑇0 და სობერის სპექტრი (სობერი ნიშნავს,რომ ყოველი ჩაკეტილი სიმრავლე, 

რომელიც არ არის გაერთიანება ორი ჩაკეტილი სიმრავლისა წარმოადგენს წერტილის 

ჩაკეტვას). ხოლო რთული და ჯერ კიდევ  ღია პრობლემა მდგომარეობს იმაში,რომ მივცეთ 

ტოპოლოგიური დახასიათება MV- ალგებრის სპექტრისა. ფუნქცია, რომელიც ასოცირდება 

ყოველი მარტივი იდეალიp N-დან ერთადერთი მაქსიმალური იდეალი, რომელიც შეიცავს p-

ს არის  უწყვეტი  რეტრაკტი, და  MaxSpec N არის კომპაქტური ჰაუსდორფის სივრცე. თუ N 

არის ჰიპერარქიმედიანი, მაშინ Spec N = MaxSpecN სრულად არაბმულია და ემთხვევა C (N) -

ის სტოუნის სივრცეს. ამ შემთხვევაში, N არის ბულის ნამრავლი ქვეალგებრებისა I-დან [103].  

 დავუშვათ α: N → Q MV- ალგებრის ჰომომორფიზმია. Specα: Spec Q → Spec N 

განსაზღვრული როგორც (Spec a) (p) = 𝛼 − 1 (p) არის უწყვეტი ფუნქცია. თუ p არის Q-ს 

მაქსიმალური იდეალი, მაშინ (MaxSpecα) (p) = 𝛼 − 1 (p) არის N-ის მაქსიმალური იდეალი. 

აქედან გამომდინარეობს, რომ Spec და MaxSpec არიან კონტრავარიანტული ფუნქციტორები 

MV- ალგებრის კატეგორიიდან ტოპოლოგიური სივრცეების და უწყვეტი ფუნქციების 

კატეგორიაში.  

გასაზღვრება 3.3.2. მაკნოტონის ჰომომორფიზმი [0, 1] κ − ზე არის ფუნქცია f:[0, 1] κ → [0, 1] κ 

ისეთი, რომ, ყოველი პროექციისთვის 𝜋𝑖: [0, 1] κ → [0, 1],𝑓𝑖 = 𝜋𝑖 ◦ f არის მაკნოტონის ფუნქცია. 

თუ f ◦ g = g ◦ f =(იგივური ფუნქცია), რომელიმე g მაკნოტონის მორფიზმისათვის, მაშინ ჩვენ 

ვამბობთ, რომ f არის მაკნოტონის ჰომეომორფიზმი. 

 თუ f არის მაკნოტონის მორფიზმი [0, 1] κ-ზე, მაშინ ასახვა 𝑓 ∗: 𝑀𝜅 → 𝑀𝜅 

განსაზღვრული როგორც 𝑓 ∗ (A) =A ◦ f არის 𝑀𝜅 − ს ენდომორფიზმი. ექვივალენტურია, 𝑓 ∗ 

არის ენდომორფიზმი განსაზღვრული 𝑥𝑖 ⟼ 𝑓𝑖. თუ α: 𝑀𝜅 → 𝑀𝜅 არის ენდომორფიზმი, მაშინ 

MaxSpec α შეიძლება იყოს ბუნებრივად გაიგივებული მაკნოტონის მორფიზმთან f:[0, 1] κ → 

[0, 1] κ განსაზღვრულს როგორც 𝑓𝑖= α(𝑥𝑖). სინამდვილეში, გაიგივების შედეგად  σ 

∈[0, 1] κმაქსიმალური იდეალთან {A ∈𝑀𝜅: A(σ) = 0},  ჩვენ გვაქვს 

 

 თუ განვიხილავთ ენდომორფიზმების მონოიდს 𝑀𝜅და ყველა მაკნოტონის ფუნქციებს 

[0, 1] κ-ზე როგორც ერთ-ობიექტიან კატეგორიას, ჩვენ ტრივიალურად ვამოწმებთ, რომ ∗ არის 

კონტრა ვარიანტული იზომორფიზმი. შეზღუდვით ინვერტირებული მორფიზმებზე, ჩვენ 

მივიღებთ ანტი იზომომორფიზმს 𝑀𝜅 ავტომორფიზმების ჯგუფსა და მაკნოტონის 

ჰომომორფიზმების ჯგუფს [0, 1]κ შორის. 
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 უკვე ჩვენ შეგვიძლია დავახასიათოთ მაკნოტონის ჰომეომორფიზმები.  გავიხსენებთ, 

რომ n-უჯრედი არის კომპაქტური ამოზნექილი   პოლიედრონი k აფინური განზომილებით . 

ფიჭური კომპლექსი W წარმოადგენს უჯრედების სასრულ სიმრავლეს ისეთებს, რომ: 

1. თუ W შეიცავს უჯრედ B, მაშინ იგი შეიცავს B-ს ყველა წახნაგს; 

2. W-ს ყოველი ორი უჯრედი თანაიკვეთება საერთო წახნაგით. 

თეორემა 3.3.3 [74] დავუშვათ, რომ n ≥ 1 და f: [0, 1]n → [0, 1]n არის ინექციური და უწყვეტი. 

მაშინ f არის მაკნოტონის ჰომომორფიზმი, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც სრულდება 

შემდეგი პირობა: 

არსებობს ფიჭური  კომპლექსი W, რომლის n-უჯრედები არის 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, და არსებობს (n + 1) 

× (n + 1) მატრიცები 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘ინტეგრალური ჩანაწერებით, ისეთი, რომ: 

1. 𝐵1, ∪ · · · ∪𝐵𝑘 = [0, 1]n; 

2.𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 აქვს ყველა დეტერმინანტი +1, ან ყველა დეტერმინანტია −1; 

3. ყოველი 𝑃𝑗 გააჩნია შემდეგი სახის ბოლო 

 

4. 𝑃𝑗 გამოსახავს f | 𝐵𝑗 − ს ერთგვაროვან კოორდინატებში (ე.ი, თუ σ = (𝑠1,..., 𝑠𝑛) ∈𝐵𝑗და f (σ) 

=(𝑟1,..., 𝑟𝑛), მაშინ (𝑟1,..., 𝑟𝑛, 1) = (𝑠1,..., 𝑠𝑛, 1) 𝑃𝑗). 

 დავუშვათ, რომ f არის მაკნოტონის ჰომომორფიზმი და µ აღნიშნავს ლებეგის ზომას. 

მაშინ ნებისმიერი ზომადი U ქვესიმრავლესათვის [0, 1]n–დან, ჩვენ გვაქვს μ (f (U)) = μ (U); ეს 

გამომდინარეობს 𝑃𝑗 მატრიცების უნიმოდულარობიდან. 

მაგალითი 3.3.4 𝑀1 − ის  ერთადერთი ავტომორფიზმები არის იგივური და x ⟼ ¬𝑥. 

სინამდვილეში, ნებისმიერი სეგმენტის სიგრძე ნარჩუნდება ყველა მაკნოგტონის 

ჰომომორფიზმი f-ით. თუ f (0) = 0, მაშინ 𝑓 ∗არის იგივური ფუნქცია. თუ f (0) = 1, მაშინ f (σ) = 1 

- σ ნებისმიერი σ ∈ [0, 1], და, მაშასადამე, 𝑓 ∗: x ⟼ ¬𝑥. 

 გაზომვის გარდა, მაკნოტონის ჰომეომორფიზმი ინარჩუნებს მნიშვნელებს. დავუშვათ, 

რომ σ = (𝑠1,..., 𝑠𝑛) არის წერტილი[0, 1]n–დან რაციონალური კოორდინატით. არსებობს 

ცალსახად განსაზღვრული ურთიერთმარტივი მთელი რიცხვებისა 𝑏1,. . . , 𝑏𝑛 + 1 ისეთი, რომ 

𝑏𝑛 + 1≥ 1და 𝑠𝑖 = 𝑏𝑖 / 𝑏𝑛 + 1, ყველა i = 1,. . . , n.  ჩვენ ვამბობთ, რომ 𝑏𝑛 + 1არის σ-ს  მნიშვნელი, და 

ჩვენ განვსაზღვრავთ [0, 1]n–ს k-ბადეს G𝑟𝑘, როგორც  ყველა რაციონალური რიცხვების 

სიმრავლეს[0, 1]n–დან მოცემული მნიშვნელით k. ყოველი მაკნოტონის ჰომეომორფიზმი 

ინდუცირებს, ნებისმიერი k- სთვის, გადანაცვლებას k-ბადედან თავის თავში. დავუშვათ G 

არის მაკნოტონის ჰომეომორფიზმების ჯგუფი [0, 1]n–ზე. ყოველი k-თვის, ჩვენ გვაქვს 

ბუნებრივი ჰომომორფიზმი: G → Sym (G𝑟𝑘); 𝐻𝑘 იყოს ბირთვი. უწყვეტობით, ყველა 𝐻𝑘– ს 

თანაკვეთა არის იგივური ფუნქცია, ასე რომ G არის რეზიდუალურად სასრული. დავუშვათ 
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𝐼𝑘 + 1არის I-ს ქვეალგებრა წარმოებული 1 /k -თი. მაშინ 𝑀𝑛 | G𝑟𝑘არის თავისუფალი MV- 

ალგებრა n წარმომქმნელებით MV-ს ქვემრალსახეობაში წარმოქმნილს 𝐼𝑘 + 1-თი, და 

მნიშვნელის შენარჩუნებას უბრალოდ ნიშნავს იმას, რომ ყოველი ავტომორფიზმი 𝑀𝑛 − ში 

იდუცირებს ავტომორფიზმს 𝑀𝑛 | G𝑟𝑘-ში. არ არსებობს, რომ ყოველი ავტომორფიზმი 𝑀𝑛 | G𝑟𝑘 

გავრცელებადია ავტომორფიზმი 𝑀𝑛-ზე; ეს მარტივად გამომდინარეობს მაგალითიდან 3.3.4. 

თუ ავიღებთ, n = 1 და k = 3. 

4.  დასკვნა 

ახლა ჩვენ ვცდილობთ შევაჯამოთ ჩვენი მსჯელობა და ასევე შევაჯამოთ განმასხვავებელი 

ნიშანი მრავალნიშნა ლოგიკისა. 

 უპირველესყოვლისა, ჩვენ ვფიქრობთ, რომ მრავალნიშნა ლოგიკა არის მათემატიკური 

საინტერესო თეორია, შედარებით ღრმა თეორემებით და კავშირებით მათემატიკის სხვა 

დარგებთან. ზოგიერთი  კავშირებიდან უტყუარად წარმოდგენილია §3-ში;  კავშირი მესერთა 

თეორიასთან და უნივერსალურ ალგებრასთან ყველგანაა, მაშინ როდესაც კავშირების 

კლასიფიკაცია მიეკუთვნება ფუქცითა ტოლობებს. 

 მეორე მხრივ, ზოგიერთი  კლასიკური ლოგიკის ცნებების დაზუსტება ხდება 

მრავალნიშნა გაფართოებებით. ასეთი პრობლემები მოიცავენ კვანტორების როლს, 

შემოყვანის-ელიმინაციის წესს კავშირებისთვის, უარყოფის წესს. 

 რაც შეეხება უარყოფას,  ახლა ჩვენ იძულებულნი ვართ განვასხვავოთ მრავალი 

შემთხვევები არათავსებადობის / წინააღმდეგობრივობის Γ ფორმულათა სიმრავლისათვის: 

1. შემთხვევა, რომელშიც ყოველი ფორმულა შეიძლება იყოს მიღებული Γ – დან; 

2. შემთხვევა, როცა Γ ამტკიცებს ფორმულა A-ს მის უარყოფასთან ერთად ¬A; 

3. შემთხვევა, რომელშიც Γ ამტკიცებსკონკრეტულ ფორმულას (ან ფორმულების სიმრავლეს), 

რომელიც გამოხატავს მცდარობას. 

კერძოდ, ჩვენ შეგვიძლია გვქონდეს ლოგიკა, რომელშიც წინაამღდეგობრიობა არ 

გულისხმობს არათავსებადობას, ე.ი., რომელშიც (2) სრულდება, მაგრამ არა (1). ასეთი 

ლოგიკა არის, მაგალითად, ბელნაპის ლოგიკა, ან მუნდიჩის ფორმალიზაცია ულამის 

თამაშისა სიცრუესთან ერთად. ახალიჭეშმარიტობის მნიშვნელობების შემოტანა ასევე იყო 

შემოთავაზებული, ალტერნატივად უარყოფა-როგორც-ჩამოშლა ლოგიკურ პროგრამირებაში 

[20]. ჩვენ, ვთვლით,რომ ეს მესამე აღსანიშნავი თვისებაა. 

 მეოთხე თვალსაზრისით, ჩვენ ხაზს ვუსვამთ იმას, რომ მრავალნიშნა ლოგიკა იძლევა 

მუშაობის საშუალებას ჭეშმარიტoბის ფუნქციებით არამკაფიო მტკიცებულებებით,  

წარმოდგენა სრული ინფორმაციის. გავიხსენოთ განსხვავება ჭეშმარიტობის ხარისხებს შორის 

("ცა არის უფრო ლურჯი") და რწმენის ხარისხი ("ჩვენ დარწმუნებული ვართ, რომ ხვალარ 

იქნება წვიმა"). პირველ განცხადებაში გავლენას არ ახდენს ინფორმაციის გაზრდაზე, იმ 

დროს როდესაც მეორეზე კი. თუმცა რწმენა და ალბათობა არ არიან ჭეშმარიტობის 

ფუნქციები, ჭეშმარიტობა შეიძლება იყოს წარმოდგენილი ჭეშმარიტობის ფუნქციით. მას 

შემდეგ რაც ეს განსხვავება ცხადია, ჩვენ შეიძლება მივიღოთ სკოტის ინტერპრეტაციით 
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ლუკასევიჩის კავშირები, იმ პირობით, რომ ჩვენ წავიკითხავთ მცდარობის ხარისხს 

შეცდომის ხარისხად. შეხედეთ კიდევერთხელ იმპლიკაციას: A → B ახლა ბუნებრივად 

ნიშნავს ”B იმავე დონის  ჭეშმარიტია როგორც A”. აქედან გამომდინარე, A → B -ს მცდარობის 

ხარისხი σ-ს მდგომარეობის სიტუაციებში არის უბრალო სიდიდე, რომლითაც σ (A) 

დომინირებს σ (B)-ზე: სიმბოლოებში 

 

 

 

რაც არის ლუკასევიჩის იმპლიკაცია. ჩვენ უკვე ვნახეთ, მიღებული არა-იდემპოტენტურობის 

შედეგი ⊕-ს და⊗-ს შეიძლება იყოს სასურველი სახე. გავითვალისწინოთ, რომ ჩვენ 

არვამტკიცებთ, რომ ვიცით რა არის ჭეშმარიტობის ხარისხი და რა ჭეშმარიტობის ფუნქცია 

უნდა განეკუთვნოს მას. ჩვენ უბრალოდ ვამბობთ, რომ არსებობს მტკიცებულებები, 

რომლებსაც ეს მნიშვნელობა შეიძლება მივანიჭოთ, განსხვავებული {ჭეშმარიტი, მცდარი}-გან 

და რაც ზოგჯერ ჩვენ შეგვიძლია გამოვიყვანოთ გავრცელების წესი ამ ნიშნებისთვის. 

 მოდით განვიხილოთ მაგალითი: განვიხილოთ არტ კრიტიკა, ექსპერტის 

მწარმოებელი პიეტრო დელა ფრანჩესკო. მას აქვს დეტალური ინფორმაცია პიეტროს 

ნახატების შესახებ და სრულებით ენდობა მხატვრის სტილს. ახალი ნამუშევარი 

აღმოჩენილია, რომლის მიმართულება გაურკვეველია. როგორ მუშაობს კრიტიკოსი? ჩვენ 

შეგვიძლია ფორმალიზება მოვახდინოთ სიტუაციისა იმის განცხადებით, რომ კრიტიკოსის 

ცოდნა მიეკუთვნება მონაცემთა ბაზას Ω, რომელიც ახალი სურათის განხილვისას ის 

აყალიბებს მეორე მონაცემთა ბაზას ω, და ის წყვეტს მიკუთვნების შეკითხვას  Ω და ω 

დაპირისპირებით. ნაწილობრივ ინფორმაცია, რომელსაც შეიცავს ორი მონაცემთა ბაზა, 

თითქმის არ არის რიცხობრივი ან ბულიანი. უფრო ეს გამოიხატება მტკიცებულების 

ფორმაში როგორიცაა "ამგარემოებებში, პიეტრო მიდრეკილია გამოიყენოს ეს ფერი" ან 

"ხელების ნახატი ტიპიურია ”. მტკიცებულების  ეს ტიპი ყველაზე უფრო არის 

წარმოდგენილი, როგორც ფაზი პრედიკატი განსაზღვრულს სიმრავლეზე, როგორც 

გნსაზღვრულია §2.6-ში. შედარებას მოჰყავს გასაშუალოების პროცესი, და მისი გამოყვანა 

არის ჭეშმარიტობის მნიშვნელობა. ავღნიშნოთ, რომ  რიცხვითი პასუხი 0  და 1  არის 

გამართლებული და შეიძლება გარდაუვალიც: მართლაც ბევრი ნახატი პიეტროს დროს 

სამაგისტრო სკოლის ნამუშევრებია, მხატვარი ხატავს მხოლოდ მთავარ ფიგურებს. 

შევნიშნოთ ასევე ინფორმაციის ის ნაწილი რომელიც ეკუთვნის Ω– ს, შეიძლება გამოწვეული 

იყოს საეჭვო მიკუთვნების სამუშაოებიდან. თუ ასეა, Ω არის მასზე მოქმედებს შემდგომი 

აპროქსიმაციის დონე, და საბოლოო პასუხად ასეთი რამ იქნებოდა:”ეს სიმართლესთან 

ახლოსაა, რომ ეს ნამუშევარი ძირითადად დაკავშირებულია პიეტროსთან ”.შემდეგ თავში 

ჩვენ გვაქვს ფორმულის გამოყვანა [ძირითადად ავთენტური (სურათი); დასაბუთებული]. 

 ჩვენი მაგალითის ეს გაფართოება მივყავართ ჩვენს საბოლოო პუნქტთან: მრავალნიშნა 

ლოგიკა იძლევა თეორიულ საფუძველს ფაზი ლოგიკისათვის ვიწრო გაგებით. ჩვენ 

ვგულისხმობთ შემდეგ სურათს: 
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ფაზი 

[ბევრი; ბევრი] 

 

მრავალნიშნა  ალბათობა / რწმენა 

[ბევრი; ორი]  [ორი; ბევრი] 

 

კლასიკური 

[ორი; ორი] 

მიზანშეწონილია ვიფიქროთ ფაზი ლოგიკაზე, როგორც მრავალნიშნა ლოგიკაზე, რომელშიც 

განუზღვრელობა მიგრირებს ფაქტებიდან განცხადებებზე ფაქტების შესახებ, ანუ ენიდან 

მეტა ენამდე; შეფასებულ ფორმულაში აღნიშვნა მარცხნიდან მარჯვნივ ";". ფაზილოგიკაში 

მომუშავე ადამიანებმბს შეუძლიათ მიიღონ სარგებელი ახლანდელ დროში 

ჩამოყალიბებული მრავალნიშნა ლოგიკის მეთოდებიდან; იმისათვის რომ მოვიყვანოთ 

მაგალითი, პაველკას დამტკიცების ორიგინალი [77] სისრულის თეორემისა ფაზი 

ლოგიკისათვის იყო სწრაფად გამარტივებული [43]-ში კლასიკურ სისრულის თეორიით 

ლუკასევიჩის ლოგიკისათვის. 

დამხმარე ლიტერატურა: 
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