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რეზიუმე 

ნაშრომში განხილულია მეორე რიგის სხვაობიანი განტოლება გადახრილი 

არგუმენტით.  დადგენილია საკმარისი პირობები იმისათვის, რომ განტოლების 

∆(2)u(k) +∑pj(k)u (τj(k))

m

j=1

= 0 

ყოველი ამონახსნი რხევადია. სადაც ∆u(k) = u(k + 1) − u(k), ∆(2)= ∆ ∘ ∆ და pj (j =

1,…m. ) არაუარყოფით ნამდვილ რიცხვთა arbitrary მიმდევრობაა.  აღვნიშნოთ, 

რომ τj აკმაყოფილებს პირობას lim⁡inf
k→+∞

τj(k)

k
> 0⁡⁡(j = 1,…m).  როცა m = 1⁡ და τ1(k) ≡

k მივიღებთ კარგად ცნობილ ჰილის რხევადობის თეორემის დისკრეტულ 

ანალოგს. 

 

 

Abstract 

Sufficient conditions with guarantee the oscillation of all solutions to the difference 

equation 

∆(2)u(k) +∑pj(k)u (τj(k))

m

j=1

= 0 

are established.  Where ∆u(k) = u(k + 1) − u(k), ∆(2)= ∆ ∘ ∆ and the coeficients  pj (j =

1,…m. ) are arbitrary sequences of nonnegative real numbers. It is to be emphasized that 

the deviations τj⁡⁡are subject to the restriction lim⁡inf
k→+∞

τj(k)

k
> 0⁡⁡(j = 1,…m) only.  In the 

case when m = 1⁡ and  τ1(k) ≡ k, a discrate analogue of the well known Hille’s 

oscillation theorem is obtained. 
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1. შესავალი 

  განვიხილოთ განტოლება 

∆(2)u(k) +∑pj(k)u(τj(k))

m

j=1

= 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(1.1) 

სადაც m ≥ 1 ნატურალური რიცხვია, pj: → [0;+∞), ⁡⁡τj: ℕ → ℕ⁡⁡(j = 1,…m)   

ფუნქციები განსაზღვრულია ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეზე,  ∆u(k) =

u(k + 1) − u(k), და⁡⁡∆(2)= ∆ ∘ ∆.  

ქვემოთ ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ 

                          lim
k⁡→∞

τj(k) = +∞⁡⁡⁡⁡(j = 1, …m),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(1.2) 

       sup{pj(i): i ≥ k} > 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡როცა⁡⁡k ∈ ℕ⁡(j = 1,… ,m).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(1.3) 

 

  ყოველი n ∈ ℕ-თვის   ℕn = {n, n + 1,… }. 

 

  განმარტება 1.1. ყოველი  n ∈ ℕ -თვის n0 = min{τj(k) ∶ k ∈ ℕ, j = 1,… ,m}. 

ვიტყვით, რომ u:ℕn0 → ℝ  არის წესიერი ამონახსნი (1.1) განტოლების თუ ის 

აკმაყოფილებს (1.1) გატოლებას  ℕn -ზე და  

sup{|u(i)| ∶ i ≥ k} > 0⁡⁡როცა⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕn0 . 

  

განმარტება 1.2.  ვიტყვით, რომ (1.1) განტოლების წესიერი ამონახსნი⁡u:ℕ →

ℝ  რხევადია, თუ ყოველი n ∈ ℕ-თვის არსებობს n1, n2 ∈ ℕn ისეთი, რომ       

u(n1)u(n2) ≤ 0. სხვა შემთხვევაში ვიტყვით, რომ ამონახსნი არარხევადია. 

 

ყველგან ვიგულისხმებთ, რომ სრულდება შემდეგი პირობები 

∑k∑pj(k) = +∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(1. 41)

m

j=1

+∞

კ=1

 

           და 
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∑∑τj(k)pj(k) = +∞.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(1. 42)

m

j=1

+∞

კ=1

 

უკანასკნელი ორი პირობიდან თითოეული აუცილებელი პირობაა იმისათვის, 

რომ (1.1) განტოლება იყოს რხევადი. 

 

 

დამხმარე ლემები 

 

ლემა 2.1. ავიღოთ {ai}i=1
n , {bi}i=1

n  ნამდვილი სასრული მიმდევრობები და Ai =

∑ aj
i
j=1 . მაშინ 

 
∑aibi

n

i=1

= Anbn +∑Ai(bi − bi+1)

n−1

i=1

. 

 

 

 

ლემა 2.2. ავიღოთ {ai}i=1
+∞, {bi}i=1

+∞ უსასრულო მიმდევრობები, ვთქვათ მწკრივი 

∑ bi
+∞
i=1  კრებადია, ხოლო aiBi+1 → 0, როცა i → +∞, სადაც Bi = ∑ bj

+∞
j=i . მაშინ ∑ aibi

+∞
i=1  

და ∑ (ai − ai−1)Bi
+∞
i=2  მწკრივებიდან ერთერთის კრებადობიდან გამომდინარეობს 

მეორეს კრებადობა და 

 
∑aibi

+∞

i=1

= a1B1 +∑(ai − ai−1)Bi.

+∞

i=2

 

 

 

ლემა 2.3.  ვთქვათ u:ℕn0 → ℝ არარხევადი წესიერი ამონახსნია (1.1) განტოლების.  

მაშინ არსებობს k0 ∈ ℕn0  ისეთი რომ 

  u(k)∆u(k) > 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕk0 − თვის.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.1) 

დამტკიცება: ზოგადობის შეუძღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ  u(k) > 0⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕk1 −

თვის, სადაც⁡⁡k1 ∈ ℕn0 ⁡საკმარისად⁡⁡დიდია.⁡(1.2)-ის თანახმად არსებობს k0 ≥

k1⁡ისეთი,რომ⁡⁡⁡u (τj(k)) > 0⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕn0 − თვის⁡(j = 1, … ,m).  (1.1)-დან გამომდინარე 

(1.3)-ის თანახმად გვაქვს 

∆u(k) ≥∑∑pj(i)u (τj(i))

m

j=1

+∞

i=k

> 0⁡⁡⁡⁡როცა⁡⁡⁡k ∈ ℕk0.⁡⁡⁡ 

ამიტომ სრულდება (2.1).  
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ლემა 2.4. ვთქვათ (1. 41), (1.5) სრულდება და u:ℕn0 → ℝ (1.1) განტოლების 

არარხევადიამონახსნია, მაშინ  

lim
k→∞

|u(k)| = +∞,⁡⁡⁡⁡ lim⁡sup
k→+∞

|u(k)|

k
< +∞.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.2) 

დამტკიცება: ლემა 2.3-ის გათვალისწინებით (1.1)-დან მივიღებთ 

|u(k)| ≥ ∑∑∑pj(i) |u (τj(i))|

m

j=1

⁡⁡⁡⁡⁡⁡

∞

i=l

k−1

l=k0

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡როცა⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡k ≥ k0,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.3) 

სადაც k0 ∈ ℕ⁡⁡საკმარისად⁡დიდი⁡რიცხვია.⁡⁡⁡ლემა⁡2.1 − ით⁡(2.3) − დან⁡ვღებულობთ 

|u(k)| ≥ (k − k0)∑∑pj(i) |u (τj(i))|

m

j=1

∞

i=k

+ ∑(l − k0 + 1)

k−1

l=k0

∑pj(l) |u (τj(l))|

m

j=1

. 

რადგან u (τj(l)) ≥ c > 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡l ∈ ℕk0 − თვის⁡(j = 1,… ,m),⁡⁡⁡(1. 41)-დან მივიღებთ, რომ 

უკანასკნელი უტოლობის მეორე შესაკრები მიისწრაფვის +∞, როცა  k → +∞.⁡ ე.ი 

მივიღეთ (2.2)-ის პირველი პირობა. 

(2.2)-ის მეორე პირობის დასამტკიცებლად  განვიხილოთ 

∆(
u(k)

k
) =

u(k + 1)

k + 1
−
u(k)

k
=
k(u(k + 1) − u(k)) − u(k)

k(k + 1)
=
k∆u(k) − u(k)

k(k + 1)
⁡⁡⁡ 

⁡⁡k ∈ ℕn0 .⁡ 

მეორეს მხრივ  

∆(k∆u(k) − u(k)) = (k + 1)∆u(k + 1) − (k + 1)∆u(k) = (k + 1)∆2u(k) ≤ 0 

⁡⁡k ∈ ℕn0 .⁡ 

ამიტომ (2.4)-დან გვაქვს ერთ-ერთი  

∆ (
u(k)

k
) ≥ 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕn0 ⁡                                                (*) 

ან  

∆ (
u(k)

k
) < 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕn0 .                                                 (**) 

ვიგულისხმოთ, რომ სრულდება (*) პირობა. მაშინ არსებობს c ∈ (0:+∞)  ისეთი, 

რომ  u(k) ≥ ck,⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕn0 .  მაშინ (1.1)-დან მივიღებთ 

∆u(k0) ≥ c ∑ ∑pj(k)τj(k),

m

j=1

∞

k=k0
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რაც ეწინააღმდეგება (1. 42).  მიღებული წინააღმდეგობა გვიჩვენებს, რომ 

სრულდება (**) პირობა. რაც თავის მხრივ ნიშნავს, რომ სრულდება (2.2)-ის მეორე 

პირობა. 

 

ლემა 2.5.  ვთქვათ φ,ψ: ℕ → (0,+∞),  ψ არაზრდადია და  

lim
k→+∞

φ(k) = +∞,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.5) 

lim⁡inf
k→+∞

φ̃(k)ψ(k) = 0,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.6) 

სადაც φ̃(k) = inf{⁡φ(s): s ≥ k, s ∈ ℕ}.  მაშინ არსებობს ნატურალურ რიცხვთა 

ზრდადი მიმდევრობა {ki}i=1
∞  ისეთი რომ 

φ̃(ki) = φ(ki),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ψ(k)φ̃(k) = ψ(ki)⁡φ̃(ki)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.7) 

(k = 1,2,… , ki, i = 1,2,… ).⁡ 

დამტკიცება: განვსაზვროთ სიმრავლე Ei(i = 1,2) შემდეგნაირად: 

k ∈ E1 ⟺ φ̃(k) = φ(k), 

k ∈ E2 ⟺ φ̃(s)⁡ψ(s) ≥ φ̃(k)⁡ψ(k)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡s ∈ {1,… , k}. 

(2.5) და (2.6) პირობის თანახმად ცხადია, რომ sup Ei = +∞⁡(i = 1,2).⁡ ვაჩვენოთ, 

რომ 

sup E1 ∩ E2 = +∞.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2.8) 

ვთქვათ   k0 ∈ E2⁡⁡⁡და⁡⁡⁡k0 ∉ E1.   (2.5)-დან არსებობს k1 > k0 ისეთი, რომ   φ̃(k) =

φ̃(k1)⁡⁡⁡k ∈ ℕk0 ⁡⁡და φ(k1) = φ̃(k1).  ψ-ის არაზრდადობიდან გვაქვს, რომ 

φ̃(k)⁡ψ(k) ≥ φ̃(k1)⁡ψ(k1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡k = 1,… , k1.⁡⁡⁡⁡⁡ 

ამიტომ k1 ∈ E1 ∩ E2.  ეს უკანასკნელი გვიჩვენებს, რომ სრულდება (2.8). ე.ი. ლემა 

დამტკიცებულია. 
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ძირითადი შეეგები 

შედეგები მიღებულია შემდეგი შეზღუდვისთვის 

lim⁡inf
k→+∞

τj(k)

k
> αj ∈ (0;+∞)⁡(j = 1,…m).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.1) 

თეორემა 3.1. ვთქვათ სრულდება (3.1) პირობა და არსებობს θ > 1 ისეთი, რომ 

lim⁡inf
⁡k→+∞

k1−λ∑(∑pj(i)(τj(i))
λ

m

j=1

)

∞

i=k

> θλ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.2) 

ყოველი λ ∈ [0;1).  მაშინ (1.1) განტოლების ყოველი წესიერი ამონახსნი რხევადია. 

დამტკიცება: უპირველეს ყოვლისა აღვნიშნოთ, რომ (3.2)-დან  (λ = 0) 

გამომდინარეობს (1. 41).  

დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ არსებობს არარხევადი ამონახსნი u:ℕn0 → ℝ  

(1.1) განტოლების. 2.3 და 2.4 ლემის თანახმად არსებობს k0 ∈ ℕ ისეთი, რომ (2.1) 

და (2.2) სრულდება.  k ∈ ℕk0 −თვის სრულდება (2.3) პირობა.  

     ზოგადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ, რომ  k ∈ ℕk0 −თვის  τj(k) ≥ τ∗(k), 

სადაც   

τ∗(k) = [αk],⁡⁡⁡⁡⁡⁡α = min {
αj

2
, 1 ∶ j = 1,… ,m}.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.4) 

Λ-თი აღვნიშნოთ სიმრავლე იმ λ ∈ [0;+∞) −ისა რომლისთვისაც 

lim
k→+∞

|u(k)|

kλ
= +∞. 

(2.3) პირობის თანახმად შეგვიძლია დავადგინოთ, რომ ყოველი λ ∈ Λ-თვის (3.2)-

ის მარცხენა ნაწილში მწკრივი კრებადია.   λ0 = supΛ   სასრულია (2.3)-ით და λ0 ∈

[0; 1). (3.2)-ისა და λ0-ის განმარტების თანახმად არსებობს ε ∈ (0; 1), k1 ≥

k0⁡⁡და⁡⁡λ∗ ∈ [0, λ0] ∩ [0; 1)  ისეთი, რომ 

lim
k→+∞

|u(k)|

kλ
= +∞,⁡⁡⁡⁡ lim⁡inf

k→+∞

|u(k)|

kλ
∗+ε

= 0,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.5)⁡ 

 

k1−λ
∗
∑(∑pj(i) (τj(i))

λ
m

j=1

)

∞

i=k

> (λ∗ + ε) (
2

α
)
ε

⁡⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕk1 .⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.6) 

მართლაც, დავუშვათ λ0 > 0. თუ ε აკმაყოფილებს პირობას 
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0 <
ϵ (

2
α)

ϵ

θ − (
2
α)

ε ≤
λ0
2
, 

მაშინ გვაქვს P(Λ) > (λ + ε) (
2

α
)
ε

 λ ∈ [
λ0

2
, λ0),  სადაც P(Λ)-თი აღნიშნულია (3.2) 

პირობის მარცხენა მხარე.  მაშინ შეგვიძლია ავარჩიოთ λ∗ ∈ [
λ0

2
, λ0)⁡ და k1 ისეთი 

რომ სრულდება (3.5) და (3.6) პირობები.  λ0 = 0 შემთხვევა მარტივია, λ∗ = λ0 = 0. 

საკმარისად დიდი k1-თვის (3.1) და (3.4)-ის თანახმად გვაქვს 

τ∗(k)

k
≥
2

3
α⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕk1.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.7)⁡⁡ 

(3.5)- დან თუ φ(k) ≡ (τ∗(k))−λ
∗
|u(τ∗(k))| და ψ(k) ≡ (τ∗(k))−ε სრულდება ლემა 2.5-

ის პირობები. ამიტომ არსებობს ზრდადი ნატურალურ რიცხვთა მიმდევრობა 

{ki}i=2
∞  ისეთი, რომ 

τ∗(k2) > k1,⁡   (τ
∗(ki))

−ε
φ̃(ki) ≤ (τ∗(k))

−ε
φ̃(k)          k1 ≤ k ≤ ki,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.8) 

φ̃(ki) = (τ∗(ki))
−λ∗|u(τ∗(ki))|⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡i ≥ 2,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.9) 

სადაც φ̃ განსაზღვრულია ლემა 2.5-ში. 

მეორეს მხრივ, როცა 0 < α ≤ 1 გვაქვს τ∗(ℕk) = ℕτ∗(k). უფრო მეტიც, τj(k) ≥ τ∗(k)  

საკმარისად დიდი k-თვის. ამიტომ 

inf
i≥k

|u(τj(i))|

(τj(i))λ
∗ ≥inf

i≥k

|u(τ∗(i))|

(τ∗(i))λ
∗ = φ̃(k)⁡⁡⁡⁡⁡⁡(j = 1,… ,m)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

საკმარისად დიდი k-თვის. 

(2.3)-ის გამოყენებით გვაქვს 

|u(τ∗(ki))| ≥ ∑ ∑∑pj(i)

m

j=1

∞

i=k

τ∗(ki)−1

k=k1

|u (τj(i))| ≥ 

≥ ∑ ∑∑pj(i)(τj(i))
λ∗

m

j=1

∞

i=k

τ∗(ki)−1

k=k1

inf
i≥k

|u(τ∗(i))|

(τ∗(i))λ
∗ =⁡ 

= ∑ φ̃(k)∑∑pj(i)(τj(i))
λ∗

m

j=1

∞

i=k

τ∗(ki)−1

k=k1φ̃(k)

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡i ≥ 2.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.10) 

ამ უკანასკნელიდან (3.6)-(3.8) პირობების გათვალისწინებით მივიღებთ 
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|u(τ∗(ki))| ≥ (λ∗ + ε) (
2

α
)
ε

∑ φ̃(k)

τ∗(ki)−1

k=k1

kλ
∗−1 =⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ (3.11) 

= (λ∗ + ε) (
2

α
)
ε

∑ φ̃(k)

τ∗(ki)−1

k=k1

(τ∗(k))−εkλ
∗−1+ε (

τ∗(k)

k
)

ε

≥ 

≥ (λ∗ + ε) (
4

3
)
ε

φ̃(ki)(τ
∗(ki))

−ε
∑ kλ

∗−1+ε

τ∗(ki)−1

k=k1

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡i ≥ 2. 

რადგან λ ≥ 0 და l, n ∈ ℕ⁡(l ≤ n) 

∑kλ
n

k=l

≥ ∑∫ xλdx
k

k−1

n

k=l

=
1

1 + λ
∑(kλ+1 − (k − 1)λ+1)

n

k=l

=
nλ+1 − (l − 1)λ+1

1 + λ
, 

ამ უკანასკნელის გათვალისწინებით გვაქვს 

∑ kλ
∗−1+ε

τ∗(ki)−1

k=k1

≥
1

ε + λ∗
((τ∗(ki))

ε+λ∗ − k1
ε+λ∗). 

ამიტომ, (3.11)-დან (3.9) პირობის და φ̃-ის განსაზღვრების გათვალისწინებით 

მივიღებთ 

|u(τ∗(ki))| ≥ u(τ∗(ki)) (
4

3
)
ε

(
τ∗(ki) − 1

τ∗(ki)
)

ε+λ∗

(1 − (τ∗(ki) − 1)−λ−εk1
ε+λ∗)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡i ≥ 2. 

რადგან (
4

3
)
ε

> 1 და τ∗(ki) → +∞ როცა i → ∞ უკანასკნელი უტოლობა ვერ 

შესრულდება. მიღებულიწინააღმდეგობა ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

 

თეორემა 3.2. ვთქვათ პირობები (3.1) და (1. 41) სრულდება და არსებობს θ > 1 

ისეთი, რომ 

lim⁡inf
⁡k→+∞

k∑(∑pj(i) (
τj(i)

i
)

λm

j=1

)

∞

i=k

> θλ⁡(1 − ⁡λ)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.12)⁡ 

ყოველი λ ∈ [0;1)-თვის, მაშინ (1.1) განტოლების ყველა წესიერი ამონახსნი 

რხევადია. 

დამტკიცება: თეორემის დასამტკიცებლად საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ (3.2) პირობა 

სრულდება ყოველი  λ ∈ [0; 1)-თვის.  თუ (3.2) პირობაში მარცხენა ნაწილში 

არსებული ჯამი არის განშლადი მაშინ ცხადია სრულდება (3.2) პირობა. ამიტომ 
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ჩვენ ვიგულისხმოთ, რომ ჯამი კრებადია. ამ უკანასკნელის კრებადობიდან 

გამომდინარეობს (3.12) პირობაში არსებული ჯამის კრებადობა და 

lim
k→∞

kλ∑(∑pj(i) (
τj(i)

i
)

λm

j=1

) = 0.

∞

i=k

 

ლემა 2.2-ის გამოყენებით (3.12)-დან მივიღებთ 

k1−λ∑(∑pj(i) (τj(i))
λ

m

j=1

) =

∞

i=k

k1−λ∑iλ(∑pj(i) (
τj(i)

i
)

λm

j=1

) =

∞

i=k

 

 

= k1−λkλ∑(∑pj(i) (
τj(i)

i
)

λm

j=1

) +

∞

i=k

⁡ 

+k1−λ ∑ (iλ − (i − 1)λ)∑(∑pj(s) (
τj(s)

s
)

λm

j=1

)

∞

s=i

>

∞

i=k+1

 

> θλ⁡(1 − ⁡λ) + θλ⁡(1 − ⁡λ)k1−⁡λ ∑ (iλ − (i − 1)λ)i−1
∞

i=k+1

= 

 

= θλ⁡(1 − ⁡λ)⁡1 + k1−⁡λ ∑ (iλ − (i − 1)λ)i−1⁡

∞

i=k+1

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕk0-თვის, λ ∈ [0;1), სადაც⁡⁡⁡⁡⁡k0 ∈ ℕ საკმარისად დიდი რიცხვია. 

რადგან i−1(iλ − (i − 1)λ) = λi−1 ∫ xλ−1dx ≥ λiλ−2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡i ∈ ℕ,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡λ ∈ [0; 1),
i

i−1
 

ამიტომ 

lim⁡inf
k→∞

k1−λ ∑ iλ−2
∞

i=k+1

≥
1

1 − λ
.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ (3.13) 

 

∑ iλ−2
∞

i=k+1

≥ ∑ ∫ xλ−2dx
i+1

i

∞

i=k+1

= ∫ xλ−2dx
∞

k+1

=
(k + 1)λ−1

1 − λ
. 

უკანასკნელი უტოლობის გათვალისწინებით ვღებულობთ, რომ (3.13) 

ჭეშმარიტია. უფრო მეტიც არსებობს θ1 ∈ (0; θ) ისეთი, რომ 
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lim inf
k→∞

⁡k1−λ∑(∑pj(i) (τj(i))
λ

m

j=1

) >⁡θ1

∞

i=k

λ(1 − λ) (1 +
λ

1 − λ
) = θ1λ 

ე.ი. (3.2) პირობა სრულდება. თეორემა დამტკიცებულია. 

თეორემა 3.2-დან  გამომდინარეობს შემდეგი შედეგები 

შედეგი 3.1. ვთქვათ სრულდება (3.1) და  

pj(k) ≥ cjp(k)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡k ∈ ℕ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(j = 1,… ,m), 

სადაც p:ℕ → [0;+∞)  და cj ∈ (0;+∞)⁡⁡⁡⁡⁡(j = 1, … ,m).  უფრო მეტიც თუ სრულდება 

lim inf
k→∞

k∑p(i)

∞

i=k

> max{(∑cjαj
λ

m

j=1

)

−1

λ(1 − λ):⁡λ ∈ [0; 1]}. 

მაშინ (1.1) განტოლების ყოველი წესიერი ამონახსნი რხევადია. 

 

განვიხილოთ განტოლება 

∆2u(k) + p(k)u(τ(k)) = 0.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.14) 

(3.14) განტოლებისთვის შედეგი ჩამოყალიბება შემდეგნაირად 

შედეგი 3.2.  ვთქვათ  p: ℕ → [0;+∞), τ:ℕ → ℕ, 

lim⁡inf
k→+∞

τ(k)

k
= α ∈ (0;+∞), 

და 

lim inf
k→∞

k∑p(i)

∞

i=k

> max{α−λλ(1 − λ): λ ∈ [0; 1]}.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3.15) 

მაშინ (3.14) განტოლების ყოველი ამონახსნი რხევადია. 

როცა  α = 1 მივიღებთ ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების ჰილის 

რხევადობის თეორემის სხვაობიან ანალოგს. [6]. 

შედეგი 3.3.   ვთქვათ k0 მთელი რიცხვია, p: ℕ → [0;+∞). იმისათვის, რომ 

განტოლების 

∆2u(k) + p(k)u(k − k0) = 0,⁡⁡⁡⁡⁡k > k0, 

ყოველი წესიერი ამონახსნი იყოს რხევადი საკმარისია შესრულდეს პირობა 
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lim inf
k→∞

k∑p(i)

∞

i=k

>
1

4
⁡.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ (3.16) 

ანალოგიური თეორემა როცა k0 = −1  დამტკიცებულია [1]-ში. ( თეორემა 3.4) 

შენიშვნა 3.1. ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლების შემთხვევაში 

მუდმივი ¼ (3.16)-ში არის ოპტიმალური და მკაცრი უტოლობას ვერ შევცვლით 

არამკაცრი უტოლობით. ანალოგიურად (3.15) პირობაშიც. ამის დასადგენად (3.15)-

ის მარჯვენა მხარე აღვნიშნოთ c-ით, ხოლო λ0 წერტილია, რომელშიც აღწევს 

მაქსიმუმს. ცხადია, რომ u(k) = kλ0  არარხევადი წესიერი ამონახსნია განტოლებისა 

∆2u(k) + p(k)u([αk]) = 0, 

სადაც p(k) = −
∆2(kλ0)

[αk]λ0
  და [α]  აღნიშნავს მთელ ნაწილს α რიცხვისას.  მარტივად 

მიიღება, რომ 

p(k) =
c

k2
+ o(

1

k2
) ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡როცა⁡⁡⁡⁡⁡⁡k → ∞. 

აქედან გამომდინარე   p(k) ≥
c−ε

k2
⁡ε > 0, k ∈ ℕk0, k0 ∈ ℕ⁡⁡⁡საკმარისად დიდი 

რიცხვია.  

გავითვალისწინოთ უტოლობა 

∑i−2
∞

i=k

≥ k−1, 

მაშინ მივიღებთ 

lim inf
k→∞

k∑p(i)

∞

i=k

≥ c. 

შედეგი 3.2-ის გათვალისწინებით უკანასკნელი ზღვარი არ შეიძლება გახდეს მეტი 

c-ზე. ამიტომ ეს უკანასკნელი უდრის c-ს. ე.ი. არ სრულდება (3.15) პირობა. 
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